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Στη Μαρία
Περίληψη
Στην παρουʆ σα εργασιʆα, παρουσιαʆ ζονται και αναλυʆ ονται τα βασικοʆ τερα μαθημα-
τικαʆ προʆ τυπα της κοσμολογιʆας, που πηγαʆ ζουν αποʆ τη Γενικηʆ θεωριʆα της σχετι-
κοʆ τητας και μοντελοποιουʆ ν την δυναμικηʆ εξεʆλιξη του Συʆ μπαντος σε μεγαʆ λες κλιʆ-
μακες. Τα προʆ τυπα αυταʆ , γνωσταʆ ως μαθηματικαʆ προʆ τυπα Friedmann, αποτελουʆ -
νται αποʆ μη γραμμικεʆς συνηʆ θεις διαφορικεʆς εξισωʆ σεις, οι οποιʆες συνιστουʆ ν εʆνα δυ-
ναμικοʆ συʆ στημα και σκοποʆ ς της εργασιʆας ειʆναι να περιγραφειʆ με επαʆ ρκεια η δια-
δικασιʆα της μαθηματικηʆ ς μοντελοποιʆησης, η αναλυτικηʆ ηʆ αριθμητικηʆ επιʆλυση των
εξισωʆ σεων και η εξαγωγηʆ και αναʆ λυση των συμπερασμαʆ των που προκυʆ πτουν για
το Συʆ μπαν αποʆ τη μελεʆτη των λυʆ σεων. Παροʆ τι δε παραλειʆπεται η αναφοραʆ σε φυ-
σικουʆ ς νοʆ μους και η επεξηʆ γηση των φυσικωʆ ν ιδιοτηʆ των οʆ λων των παραμεʆτρων,
η εργασιʆα επικεντρωʆ νεται κυριʆως στη διαδικασιʆα μαθηματικηʆ ς προτυποποιʆησης
και ο στοʆχος της ειʆναι κυριʆως η παραʆ θεση των ηʆ δη γνωστωʆ ν στην επιστημονικηʆ
κοινοʆ τητα συμπερασμαʆ των για το συʆ μπαν, συʆ μφωνα με την υπαʆ ρχουσα βιβλιο-
γραφιʆα. Στο πρωʆ το κεφαʆ λαιο, αναφεʆρονται βασικεʆς κοσμολογικεʆς αρχεʆς και εʆν-
νοιες, χρηʆ σιμες για τη κατανοʆ ηση της διαδικασιʆας της μαθηματικηʆ ς μοντελοποιʆ-
ησης στο συγκεκριμεʆνο τομεʆα. Στο δευʆ τερο κεφαʆ λαιο, παρουσιαʆ ζεται η εξαγωγηʆ
των κοσμολογικωʆ ν προτυʆ πωνFriedmann, χωριʆς κοσμολογικηʆ σταθεραʆ , και η ανα-
λυτικηʆ επιʆλυση των εξισωʆ σεων για τις διαʆφορες περιπτωʆ σεις. Στο κεφαʆ λαιο 3, τα
προʆ τυπα αναθεωρουʆ νται εκ νεʆου, μεʆσω της εισαγωγηʆ ς του κοσμολογικουʆ οʆ ρου
που οδηγειʆ σε λυʆ σεις με επιταχυνοʆ μενη συμπεριφοραʆ . Στο τεʆταρτο κεφαʆ λαιο, πα-
ρουσιαʆ ζεται η γενικηʆ μορφηʆ των μοντεʆλων, για εʆνα οποιοδηʆποτε συʆ μπαν με οσο-
δηʆποτε αριθμοʆ συνιστωσωʆ ν και δειʆχνεται οʆ τι τα μοντεʆλα των προηγουʆ μενων κε-
φαλαιʆων ειʆναι ειδικεʆς περιπτωʆ σεις της γενικηʆ ς περιʆπτωσης. Ιδιαιʆτερη βαρυʆ τητα
διʆνεται στην αναʆ λυση του 6-παραμετρικουʆ μοντεʆλου Λ-CDM, οʆ ντας το πλεʆον απο-
δεκτοʆ , και επιτυγχαʆ νεται η αριθμητικηʆ του επιʆλυση αποʆ τον συγγραφεʆα, με χρηʆ ση
MATLAB. Οι λυʆ σεις συγκριʆνονται με τα υποʆ λοιπα προʆ τυπα και σχολιαʆ ζεται η ακριʆ-
βεια σε καʆ θε περιʆπτωση. Στο κεφαʆ λαιο 5 το συʆ στημα Friedmann αντιμετωπιʆζεται
αποʆ σκοπιαʆ ποιοτικηʆ ς αναʆ λυσης και μελετωʆ νται οι ασυμπτωτικεʆς συμπεριφορεʆς
του Συʆ μπαντος υποʆ το πριʆσμα αυτοʆ , ενωʆ στο τελευταιʆο κεφαʆ λαιο παρουσιαʆ ζονται
τα βασικοʆ τερα συμπεραʆ σματα της μελεʆτης.
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Κεφάλαιο 1
Γενικές αρχές κοσμολογίας
1.1 Εισαγωγή
Το1915, οAlbert Einstein, παρουσιʆασε την γενικηʆ θεωριʆα σχετικοʆ τητας, εʆναν επα-
ναστατικοʆ τροʆπο που εξηγουʆ σε κομψαʆ και με περιʆσσια ακριʆβεια τη φυσιολογιʆα
της βαρυʆ τητας σε μεγαʆ λες κλιʆμακες, εκειʆ που οι νοʆ μοι του Νευʆ τωνα κατεʆρρεαν.
Οι εξισωʆ σεις της θεωριʆας του, συνδεʆουν την γεωμετριʆα του χωροχροʆ νου με την
κατανομηʆ της μαʆ ζας (ισοδυʆ ναμα ενεʆργειας) σε αυτοʆ ν, περιγραʆφοντας την βαρυʆ -
τητα σαν μια φυσιολογικηʆ γεωμετρικηʆ αντιʆδραση του ιʆδιου του χωροχροʆ νου στην
παρουσιʆα μαʆ ζας (καμπυʆ λωση). Η γενικηʆ θεωριʆα σχετικοʆ τητας (Γ.Θ.Σ) , αν και αρ-
χικαʆ αμφισβητουʆ μενη, εξαιτιʆας του γιγαʆ ντιου νοητικουʆ αʆ λματος που απαιτουʆ σε
αποʆ τον αʆ νθρωπο του 20ου αιωʆ να, εʆχει ελεγχθειʆ πειραματικαʆ πολλαʆ κις επιτυχωʆ ς
και τη χρησιμοποιουʆ με μεʆχρι και σηʆ μερα για να περιγραʆψουμε το συʆ μπαν σε με-
γαʆ λες κλιʆμακες. Όπως και η νευτωʆ νεια θεωριʆα γενικευʆ τηκε αποʆ την Γ.Θ.Σ, εʆτσι και
η θεωριʆα του Einstein ιʆσως συʆ ντομα γενικευτειʆ, παροʆ λα αυταʆ , αποʆ το 1915 μεʆχρι
σηʆ μερα, οι εξισωʆ σεις και οι λυʆ σεις της παραμεʆνουν η πιο αντικειμενικηʆ εικοʆ να που
εʆχει ο αʆ νθρωπος για το Συʆ μπαν.
Η επιʆλυση των εξισωʆ σεων της θεωριʆας στην αρχικηʆ τους μορφηʆ , δε διʆνει ευστα-
θειʆς στατικεʆς λυʆ σεις για το Συʆ μπαν. Αυτοʆ σημαιʆνει, οʆ τι συʆ μφωνα με τη θεωριʆα, το
Συʆ μπαν οφειʆλει να ειʆναι εξελισσοʆ μενο, συγκεκριμεʆνα να διαστεʆλλεται. Καʆ τι τεʆτοιο
φαινοʆ ταν παραʆ λογο στον ιʆδιο τον Einstein και αδυνατουʆ σε να το δεχτειʆ. Έτσι, πι-
στευʆ οντας τυφλαʆ στην υποʆ θεση ενοʆ ς αιωʆ νιου στατικουʆ συʆ μπαντος, εισηʆ γαγε στις
εξισωʆ σεις εʆναν μαθηματικοʆ οʆ ρο, σαν ad hoc συνθηʆ κη, ο ροʆ λος του οποιʆου ηʆ ταν να
εξισορροπειʆ την καταʆ ρρευση που θα ερχοʆ ταν στο συʆ μπαν αποʆ τις αμοιβαιʆες βαρυ-
τικεʆς εʆλξεις των επιʆ μεʆρους δομωʆ ν του. Ο οʆ ρος αυτοʆ ς ειʆναι γνωστοʆ ς ως κοσμολο-
γικηʆ σταθεραʆ και ουσιαστικαʆ συμπυʆ κνωνε οʆση δυʆ ναμη χρειαζοʆ ταν προκειμεʆνου
να διατηρειʆ το συʆ μπαν στατικοʆ . Όμως η εισαγωγηʆ της κοσμολογικηʆ ς σταθεραʆ ς
στις εξισωʆ σεις προκαʆ λεσε σαφειʆς αντιδραʆ σεις αποʆ την επιστημονικηʆ κοινοʆ τητα
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καθωʆ ς εʆνας τεʆτοιος οʆ ρος εʆμοιαζε περισσοʆ τερο σαν τεʆχνασμα, παραʆ σαν καʆ τι ρεα-
λιστικοʆ με φυσικοʆ νοʆ ημα.
Γεννηθειʆς το 1888, ο Ρωʆ σος μαθηματικοʆ ς Alexander Friedmann, εʆμαθε να προ-
καλειʆ αποʆ μικροʆ ς το κατεστημεʆνο. Περιʆ το 1920 ξεκιʆνησε την εʆρευναʆ του για το
Συʆ μπαν, με αφετηριʆα τις εξισωʆ σεις της Γ.Θ.Σ, αρχικαʆ χωριʆς τον οʆ ρο της κοσμο-
λογικηʆ ς σταθεραʆ ς. Ο Friedmann, οʆ ντας μαθηματικοʆ ς, προσεʆγγισε το προʆ βλημα
στην γενικηʆ του μορφηʆ και μελεʆτησε αποʆ μαθηματικηʆ σκοπιαʆ τις εξισωʆ σεις του
Einstein, περιγραʆφοντας πωʆ ς διαφορετικαʆ μοντεʆλα θα μπορουʆ σαν να δημιουργη-
θουʆ ν χωριʆς την κοσμολογικηʆ σταθεραʆ ηʆ ακοʆ μα και για οποιαδηʆποτε τιμηʆ της. Για
τον Friedmann η καταʆ ρρευση δεν ηʆ ταν αναγκαιʆα, εφοʆσον ο δυναμισμοʆ ς προηʆ λθε
αποʆ μια αρχικηʆ ωʆ θηση που θα εξισορροπουʆ σε τις ελκτικεʆς βαρυτικεʆς δυναʆ μεις και
θα επεʆτρεπε στο Συʆ μπαν να διαστεʆλλεται ειʆτε επ’ αʆ πειρον, ειʆτε μεʆχρι εʆνα μεʆγιστο
ωʆ στε μεταʆ να επεʆλθει καταʆ ρρευση. Αν και αρχικαʆ ο Einstein απεʆρριψε την θεω-
ριʆα του Ρωʆ σου μαθηματικουʆ , οʆ ταν μεταʆ αποʆ μερικαʆ χροʆ νια ηʆ ρθαν στο προσκηʆ -
νιο τα τεκμηʆ ρια (Hubble 1929, Wilson-Penzias 1965) οʆ τι το συʆ μπαν διαστεʆλλεται
και επιβεβαιωʆ θηκε η θεωριʆα της Μεγαʆ λης Έκρηξης, που πρωʆ τος ειʆχε προτειʆνει ο
G.Lemaitre το 1927, τα μαθηματικαʆ προʆ τυπα Friedmann επανηʆ λθαν δυναμικαʆ στο
προσκηʆ νιο.
Σηʆ μερα, το οʆ τι τοσυʆ μπανδιαστεʆλλεται, ειʆναι οʆ σο βεʆβαιο οʆ τι η Γηκινειʆται, η εʆρευνα
συνεχιʆζεται και τα μοντεʆλα με βαʆ ση τις εξισωʆ σεις Friedmann ανανεωʆ νονται και
χρησιμοποιουʆ νται για να αποκαλυʆ πτουν οʆ λο και περισσοʆ τερες κρυφεʆς πτυχεʆς του
Συʆ μπαντος.
1.2 Βασικές έννοιες
Η κοσμολογιʆα, ειʆναι ο επιστημονικοʆ ς κλαʆ δος που ασχολειʆται με την μελεʆτη του
συʆ μπαντος, λαμβαʆ νοντας το υποʆψη σαν «όλον». Αυτοʆ σημαιʆνει οʆ τι μελεταʆ το συʆ -
μπαν σε κλιʆμακες τεʆτοιες ωʆ στε να θεωρειʆται μια ενιαιʆα υποʆσταση, της οποιʆας οι
δομικοιʆ λιʆθοι καταʆ καʆ ποιον τροʆπο συνδεʆονται μεταξυʆ τους.
Στις συγκεκριμεʆνες κλιʆμακες, τον ροʆ λο του «δομικουʆ λιʆθου» οφειʆλει να λαʆ βει ο γα-
λαξίας. Ένας γαλαξιʆας ειʆναι μια δομηʆ , που αποτελειʆται καταʆ μεʆσο οʆ ρο αποʆ περιʆπου
1011 άστρα, τα οποιʆα σχηματιʆζουν το γαλαξιακοʆ συʆ στημα, εξαιτιʆας της αμοιβαιʆας
βαρυτικηʆ ς τους εʆλξης. Σε μεγαλυʆ τερες κλιʆμακες, οι γαλαξιʆες τειʆνουν να συγκροτηʆ -
σουν συστηʆ ματα που ονομαʆ ζονται σμήνη, τα οποιʆα περιλαμβαʆ νουν μερικουʆ ς, μεʆ-
χρι μερικεʆς χιλιαʆ δες γαλαξιʆες. Υπαʆ ρχουν ενδειʆξεις για σμηʆ νη σμηνωʆ ν, αλλαʆ οʆχι για
ανωʆ τερης ταʆ ξης δομεʆς (σμηʆ νη σμηνωʆ ν σμηνωʆ ν κτλ). Αυτοʆ σημαιʆνει οʆ τι το Συʆ μπαν
δεν επαναλαμβαʆ νει επ΄ αʆ πειρον το ιʆδιο μοτιʆβο της συγκροʆ τησης δομωʆ ν (τυʆ που
fractal), αλλαʆ σε μεγαʆ λες κλιʆμακες τειʆνει να ειʆναι ομογενεʆς.
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1.3 Η κοσμολογική αρχή
Βασικηʆ αρχηʆ της κοσμολογιʆας ειʆναι οʆ τι το συʆ μπαν ειʆναι ομογενεʆς και ισοʆ τροπο.
• Ομοιογένεια σημαιʆνει, οʆ τι καʆ θε νοητηʆ σφαιʆρα με ακτιʆνα καταʆ πολυʆ μεγαλυʆ -
τερη αποʆ τις μεταξυʆ αποσταʆ σεις των γαλαξιωʆ ν που περικλειʆει (αποσταʆ σεις
της ταʆ ξης εκατομμυριʆων ετωʆ ν φωτοʆ ς) θα περιεʆχει τον ιʆδιο αριθμοʆ γαλαξιωʆ ν
με οποιαδηʆποτε αʆ λλη οʆ μοια της σφαιʆρα, καʆ θε χρονικηʆ στιγμηʆ .
• Ισοτροπία στο συʆ μπαν σημαιʆνει, οʆ τι ως προς οποιονδηʆποτε «γαλαξιʆα ανα-
φοραʆ ς» το συʆ μπαν φαιʆνεται το ιʆδιο προς οποιαδηʆποτε κατευʆ θυνση, δηλαδηʆ
εʆχουμε την ιʆδια κατανομηʆ γαλαξιωʆ ν ανεξαρτηʆ του διευʆ θυνσης.
Το γεγονοʆ ς οʆ τι το συʆ μπαν ειʆναι ομογενεʆς και ισοʆ τροπο παντουʆ , συνυπολογιʆζοντας
το οʆ τι οι νοʆ μοι της Φυσικηʆ ς ειʆναι ιʆδιοι σε καʆ θε σημειʆο του συʆ μπαντος συνισταʆ
την «Κοσμολογική Αρχή»(cosmological principle), η οποιʆα ειʆναι καιʆριας σημασιʆας
στα μαθηματικαʆ μοντεʆλα, καθωʆ ς αφενοʆ ς απλοποιειʆ τις εξισωʆ σεις και αφετεʆρου
επιβεβαιωʆ νει την εʆννοια της συμμετριʆας της φυʆ σης. Προʆ κειται για παραδοχηʆ που
επιβεβαιωʆ νεται εκπληκτικαʆ αποʆ τις παρατηρηʆ σεις και αποʆ μαθηματικηʆ σκοπιαʆ
αναʆ γει οʆ λες τις μερικεʆς διαφορικεʆς εξισωʆ σεις των μοντεʆλων σε συνηʆ θεις, γεγο-
νοʆ ς που απλοποιειʆ εξαιρετικαʆ την καταʆ σταση και αφηʆ νει περιθωʆ ρια δημιουργιʆας
περιπλοκοʆ τερων προτυʆ πων για το συʆ μπαν, χωριʆς να καθιʆσταται αδυʆ νατη η μαθη-
ματικηʆ τους μελεʆτη εξαιτιʆας των πολλωʆ ν μεταβλητωʆ ν, μιας και η βελτιʆωση ενοʆ ς
μοντεʆλου συνηʆ θων διαφορικωʆ ν εξισωʆ σεων εʆχει σαφωʆ ς περισσοʆ τερα περιθωʆ ρια
ως προς την αντιμετωʆ πισηʆ του. Θα δειχθειʆ, οʆ τι αν το συʆ μπαν ακολουθειʆ οʆ ντως
την Κοσμολογικηʆ Αρχηʆ , τοʆ τε χρειαʆ ζονται τρεις μοʆ νο συναρτηʆ σεις μιας μεταβλη-
τηʆ ς (του χροʆ νου) προκειμεʆνου κανειʆς να εʆχει μια πληʆ ρη εικοʆ να για την δυναμικηʆ
του, την κινηματικηʆ του και σαν επακοʆ λουθο την γεωμετριʆα του και την καταʆ ληξη
του.
Ένα αποʆ τα πιο προʆσφατα επιχειρηʆ ματα που ενισχυʆ ουν την Κοσμολογικηʆ Αρχηʆ ,
πηγαʆ ζει αποʆ το πειʆραμα της αυστραλιανηʆ ς ομαʆ δας WiggleZ Dark Energy Survey
[23], που διεξηʆ χθη το 2012. Στο συγκεκριμεʆνο πειʆραμα, μελετηʆ θηκε εʆνα δειʆγμα
περισσοʆ τερων αποʆ 200 000 γαλαξιωʆ ν και διαπιστωʆ θηκε οʆ τι ο μεʆσος αριθμοʆ ς γα-
λαξιωʆ ν που περιεʆχεται σε μια οποιαδηʆποτε νοητηʆ σφαιʆρα, γιʆνεται τυχαιʆος οʆ σο αυ-
ξαʆ νει η ακτιʆνα της σφαιʆρας. Αυτοʆ σημαιʆνει, οʆ τι οʆ σο αυξαʆ νει η κλιʆμακα στο συʆ μπαν,
η κατανομηʆ τειʆνει να γιʆνει ομοιοʆ μορφη και δεν εμφανιʆζεται επ’ αʆ πειρον το φαινοʆ -
μενο της ομαδοποιʆησης της υʆ λης (clustering), γεγονοʆ ς που ισοδυναμειʆ με ομοιο-
γεʆνεια σε μεγαʆ λες κλιʆμακες και ενδυναμωʆ νει την Κοσμολογικηʆ Αρχηʆ .
Παροʆ λα αυταʆ , η ιδεʆα της Κοσμολογικηʆ ς Αρχηʆ ς λαμβαʆ νεται κυριʆως υποʆψιν αποʆ τα
κλασσικαʆ μοντεʆλα αφουʆ , αποʆ μαθηματικηʆ σκοπιαʆ , ειʆναι δυνατοʆ ν να υπαʆ ρξουν και
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μοντεʆλα για συʆ μπαντα ομογενηʆ και σχεδοʆ ν ισοʆ τροπα, ηʆ σχεδοʆ ν ομογενηʆ . Η χαρ-
τογραʆφηση της κοσμικηʆ ς ακτινοβολιʆας υποβαʆ θρου στις χαμηλοʆ τερης ταʆ ξης προ-
σεγγιʆσεις υποδεικνυʆ ει οʆ τι, σε μεγαʆ λες κλιʆμακες, θαπρεʆπει να ισχυʆ ει η ανεξαρτησιʆα
κατανομηʆ ς υʆ λης αποʆ την κατευʆ θυνσηστον ουρανοʆ . Ειʆναι εφικτοʆ οʆ μως ναδημιουρ-
γηθουʆ ν κοσμολογικαʆ προʆ τυπα με ελαφρεʆς διακυμαʆ νσεις ισοτροπιʆας, αλλαʆ με την
ομοιογεʆνεια να συνεχιʆζει να ισχυʆ ει. Τεʆτοια συʆ μπαντα καλουʆ νται ομογενή [29]. Μη
ομογενηʆ μοντεʆλα εμφανιʆζουν μεγαʆ λο δειʆκτη δυσκολιʆας οʆ σον αφοραʆ στην κατα-
σκευηʆ τους, αλλαʆ και χαμηληʆ σημασιʆα αποʆ φυσικηʆ σκοπιαʆ . Η μαθηματικηʆ τους
αντιμετωʆ πιση, γιʆνεται εφικτηʆ μοναʆ χα στο οʆ ριο μικρωʆ ν διαταραχωʆ ν (ρυτιδωʆ σεις
χωροχροʆ νου).
1.4 Ο νόμος του Hubble
Οπρωʆ τος επιστηʆ μοναςπουασχοληʆ θηκεσοβαραʆ και αποʆ μαθηματικηʆ ς και αποʆ φυ-
σικηʆ ς πλευραʆ ς με τηνδημιουργιʆα μιαςθεωριʆας διαστελλοʆ μενουσυʆ μπαντος, ηʆ τανο
ιερεʆας - φυσικοʆ ς Abbé Georges Lemaı̂tre. Συʆ μφωνα με τον Sidnney van den Bergh
[28] ο Lemaı̂tre τον Αυʆ γουστο του 1961 ειʆπε στον ιʆδιο, οʆ τι το γεγονοʆ ς οʆ τι ηʆ ταν
ιερεʆας, τον εʆκανε να νιωʆ σει ελαφραʆ προϊδεασμεʆνος αναφορικαʆ με την ιδεʆα της
υʆ παρξης μιας στιγμηʆ ς δημιουργιʆας στο συʆ μπαν. Αν αυτηʆ η δηʆ λωση εʆγινε πραʆ γματι,
τοʆ τε ο Lemaı̂tre θα πρεʆπει να εʆνιωσε πολυʆ περηʆφανος οʆ ταν το 1927 βρηʆ κε παρα-
τηρησιακαʆ , αλλαʆ και θεωρητικαʆ τεκμηʆ ρια περιʆ διαστοληʆ ς του συʆ μπαντος. Οι πα-
ρατηρησιακεʆς του ανακαλυʆψεις, βασιʆζονταν στις αποσταʆ σεις και στις ακτινικεʆς
ταχυʆ τητες 42 γαλαξιωʆ ν, ενωʆ η θεωριʆα του βασιζοʆ ταν στην φαινοʆ μενη ασταʆ θεια
του συʆ μπαντος και στην αυξητικηʆ ταʆ ση των διαταραχωʆ ν. Τα αποτελεʆσματαʆ του
δημοσιευʆ τηκαν στα γαλλικαʆ και σε εʆνα οʆχι και τοʆ σο γνωστοʆ επιστημονικοʆ περιο-
δικοʆ , δυο χροʆ νια πριν γιʆνει το εʆργο του Hubble (1929) επιστημονικηʆ επαναʆ σταση.
Ο Edwin Hubble ηʆ ταν ο επιστηʆ μονας, που τοʆ σο η σκληρηʆ του δουλειαʆ , οʆ σο και οι
κοινωνικεʆς συνθηʆ κες, ειʆχαν σαν αποτεʆλεσμα να τον αφηʆσουν γνωστοʆ στην ιστο-
ριʆα της επιστηʆ μης ως τον αʆ νθρωπο που απεʆδειξε οʆ τι το συʆ μπαν διαστεʆλλεται.
Αυτοʆ που παρατηʆ ρησε, ηʆ ταν οʆ τι οʆ λοι οι γαλαξιʆες απομακρυʆ νονται μεταξυʆ τους
(σχετικηʆ μετατοʆπισηπρος το ερυθροʆ στοφαʆ σμαφωτοʆ ς τωνγαλαξιωʆ ν). Αυτοʆ ηʆ ταν
εʆνα καλοʆ επιχειʆρημα για το οʆ τι το συʆ μπαν διαστεʆλλεται (αργοʆ τερα τεκμηριωʆ θηκε
η αʆ ποψη αυτηʆ μεʆσω της ανακαʆ λυψης υπολειμμαʆ των της κοσμικηʆ ς ακτινοβολιʆας
υποβαʆ θρου αποʆ τους Wilson & Penzias- 1965)[20, 19].
Εφαρμοʆ ζοντας την κοσμολογικηʆ αρχηʆ σε εʆνα διαστελλοʆ μενο συʆ μπαν, το συμπεʆρα-
σμα ειʆναι οʆ τι θα πρεʆπει να υπαʆ ρχει εʆνας παραʆ γοντας, ο οποιʆος θα ειʆναι ιʆδιος για
καʆ θε ζευʆ γος γαλαξιωʆ ν στο συʆ μπαν και θα καθοριʆζει τον τροʆπο με τον οποιʆο θα
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Σχηʆ μα 1.4.1: Οι επιστηʆ μονες που δουʆ λεψαν παʆ νω στην θεωριʆα ενοʆ ς διαστελλοʆ μενου συʆ μπαντος. Αριστεραʆ :
Wilson και Penzias μπροσταʆ αποʆ την κεραιʆα που τους οδηʆ γησε στην ιστορικηʆ τους ανακαʆ λυψη. Δεξιαʆ : Edwin Hubble,
G.Lemaitre, Alexander Friedmann.
απομακρυʆ νονται μεταξυʆ τους, εξαιτιʆας της διαστοληʆ ς, καʆ τι που μπορειʆ να θεωρη-
θειʆ σαν μεγεʆθυνση της κλιʆμακας. Ο παραʆ γοντας αυτοʆ ς ονομαʆ ζεται «παράγοντας
(ή συντελεστής) κοσμικής κλίμακας» (universal scale factor) ηʆ απλωʆ ς «παράγοντας
κλίμακας» (scale factor) και συμβολιʆζεται μεR(t). Ο προσδιορισμοʆ ς αυτηʆ ς της συ-
ναʆ ρτησης ειʆναι και ο βασικοʆ ς στοʆχος στην κοσμολογιʆα καθωʆ ς το συγκεκριμεʆνο
μεʆγεθος καθοριʆζει πληʆ ρως την δυναμικηʆ εξεʆλιξη του συʆ μπαντος. Σημειωʆ νεται οʆ τι
η επιʆδραση της διαστοληʆ ς ειʆναι πρακτικαʆ μηδενικηʆ στο εσωτερικοʆ των δομωʆ ν σε
μικροʆ τερες κλιʆμακες, για παραʆ δειγμα στο εσωτερικοʆ ενοʆ ς γαλαξιʆα, εξαιτιʆας των
ισχυρωʆ ν βαρυτικωʆ ν εʆλξεων μεταξυʆ των επιμεʆρους σωμαʆ των.
Καταʆ Gauss, εʆνας χωʆ ρος λεʆγεται καμπυʆ λος οʆ ταν δεν ικανοποιειʆ τα αξιωʆ ματα της
Ευκλειʆδειας γεωμετριʆας. Η γενιʆκευση της ευθειʆας γραμμηʆ ς σε εʆναν τεʆτοιου ειʆδους
χωʆ ρο ειʆναι αυτοʆ που αναφεʆρεται ως γεωδαισιακή γραμμή, δηλαδηʆ η καμπυʆ λη μιας
επιφανειʆας που ελαχιστοποιειʆ την αποʆσταση μεταξυʆ οποιονδηʆποτε δυʆ ο σημειʆων
της. Ο χωροʆχρονος, οʆ πως ειʆναι γνωστοʆ αποʆ την γενικηʆ θεωριʆα σχετικοʆ τητας, ειʆ-
ναι εʆνας καμπυʆ λος χωʆ ρος εξαιτιʆας της παρουσιʆας υʆ λης και ενεʆργειας, συνεπωʆ ς,
οι γεωδαισιακεʆς γραμμεʆς που συνδεʆουν δυʆ ο σημειʆα του χωροχροʆ νου, εν γεʆνει δεν
θα ειʆναι ευθυʆ γραμμες και συνεπωʆ ς η μετρικηʆ δεν θα μπορουʆ σε να ειʆναι ευκλειʆδεια.
Αποδεικνυʆ εται, οʆ τι τοφως ελαχιστοποιειʆ την διαδρομηʆ που ακολουθειʆ καθωʆ ς δια-
σχιʆζει τον χωροʆχρονο, δηλαδηʆ ακολουθειʆ παʆ ντα γεωδαισιακεʆς.
Καθωʆ ς το συʆ μπαν διαστεʆλλεται καταʆ παραʆ γοντα R(t), συʆ μφωνα με τη Γενικηʆ θε-
ωριʆας της σχετικοʆ τητας, ειʆναι εφικτοʆ να δειχθειʆ, οʆ τι για εʆνα φωτοʆ νιο που εκπεʆ-
μπεται αποʆ μια φωτεινηʆ πηγηʆ (εʆστω ενοʆ ς γαλαξιʆα) και κατευθυʆ νεται προς εʆναν
δεʆκτη (εʆστω εʆνα αστεροσκοπειʆο), καταʆ μηʆ κος της γαιωδεσιακηʆ ς που ακολουθειʆ,
θα ισχυʆ ει:
fR(t) = const; (1.4.1)
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οʆπου f , η συχνοʆ τηταʆ του φωτονιʆου. Δηλαδηʆ το γινοʆ μενο της συχνοʆ τητας επιʆ τον
παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας παραμεʆνει παʆ ντα σταθεροʆ .
Θεωρωʆ ντας τωʆ ρα οʆ τι τοφωτοʆ νιο εκπεʆμπεται αποʆ τον γαλαξιʆα την χρονικηʆ στιγμηʆ
t1 με συχνοʆ τητα f1 (και αντιʆστοιχο μηʆ κος κυʆ ματος1 ) καιφταʆ νει στον δεʆκτη οʆπου
θεωρειʆται σαν σημειʆο αναφοραʆ ς την χρονικηʆ στιγμηʆ t με συχνοʆ τητα f (και αντιʆ-
στοιχο μηʆ κος κυʆ ματος ), τοʆ τε αποʆ την (1:4:1) προκυʆ πτει:
fR(t) = f1R(t1)) R(t)
R(t1)
=
f1
f
=

1
=
  1
1
+ 1 = z + 1; (1.4.2)
οʆπου τεʆθηκε  11 = z, ως η σχετικηʆ μετατοʆπιση του μηʆ κους κυʆ ματος του φωτο-νιʆου.
Όμως, αν ο γαλαξιʆας απομακρυʆ νεται αποʆ τον παρατηρητηʆ με ταχυʆ τητα v (αρκεταʆ
μικρηʆ σε σχεʆση με την ταχυʆ τητα του φωτοʆ ς), τοʆ τε ισχυʆ ει οʆ τι
v
c
= z; (1.4.3)
και συνδυαʆ ζοντας τις (1.4.2)-(1.4.3) κανειʆς λαμβαʆ νει:
v = cz = c

R(t)
R(t1)
  1

: (1.4.4)
Θεωρωʆ ντας τωʆ ρα οʆ τι το χρονικοʆ διαʆ στημα t = (t1   t), ειʆναι πολυʆ μικροʆ και
αναπτυʆ σσοντας την συναʆ ρτησηR(t), σε σειραʆ Taylor γυʆ ρω αποʆ το t1 προκυʆ πτει:
R(t)
R(t1)
= 1 + (t1   t)
_R(t)
R(t1)
+ ::::; (1.4.5)
και κρατωʆ ντας μοʆ νο τον γραμμικοʆ οʆ ρο η (1:4:4) γιʆνεται:
v = c(t1   t)
_R(t)
R(t1)
 d
_R(t)
R(t)
; (1.4.6)
εφοʆσον τοt ειʆναι μικροʆ .¹ Επειδηʆ η επιλογηʆ της χρονικηʆ ς στιγμηʆ ς t ειʆναι τυχουʆ σα,
η σχεʆση (1.4.6) ισχυʆ ει για καʆ θε t. Θεʆτοντας H(t) = _R(t)/R(t) προκυʆ πτει ο νοʆ μος
Hubble:
¹t1  t
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v = H(t)d; (1.4.7)
και η συναʆ ρτησηH(t) καλειʆται παράμετρος Hubble.
Η σχετικηʆ ταχυʆ τητα του γαλαξιʆα που απομακρυʆ νεται εκ διαστοληʆ ς αποʆ εʆναν πα-
ρατηρητηʆ , ακολουθειʆ τον νοʆ μο (1.4.7), που υποδηλωʆ νει οʆ τι ειʆναι αναʆ λογη της αποʆ -
στασηʆ ς του γαλαξιʆα αυτουʆ αποʆ τον παρατηρητηʆ . Ο νοʆ μος αυτοʆ ς ισχυʆ ει για την
πλειοψηφιʆα των γαλαξιωʆ ν του συʆ μπαντος. Η ακριʆβεια του πεʆφτει [14]:
1. για πολυʆ κοντινουʆ ς γαλαξιʆες, καθωʆ ς σε τεʆτοιες κλιʆμακες θα πρεʆπει να λη-
φθουʆ ν υποʆψιν και οι ανεξαʆ ρτητες της διαστοληʆ ς κινηʆ σεις των γαλαξιωʆ ν.
2. για πολυʆ μακρινουʆ ς γαλαξιʆες, καθωʆ ς το φως που εκπεʆμπουν ειʆναι αρχεʆγονο
και οι συνθηʆ κες τοʆ τε ηʆ ταν σαφωʆ ς διαφορετικεʆς οʆ σον αφοραʆ στις πραγματι-
κεʆς κινηʆ σεις των γαλαξιωʆ ν.
H πειραματικηʆ επιβεβαιʆωση του παραπαʆ νω νοʆ μου γιʆνεται βαʆ σει του φαινομεʆνου
Doppler, που εμφανιʆζουν τα μηʆ κη κυʆ ματος φωτοʆ ς που εκπεʆμπουν οι γαλαξιʆες.
1.5 Η σταθερά Hubble
Θεʆτοντας t = t0(σηʆ μερα), η παραʆ μετρος Hubble λαμβαʆ νει την τιμηʆ
H0 = _R0⁄R0: (1.5.1)
Τομεʆγεθος αυτοʆ ονομαʆ ζεται σταθεραʆ Hubble και ειʆναι βασικοʆ τατης κοσμολογικηʆ ς
σημασιʆας, καθωʆ ς ειʆναι εʆνα κοσμολογικοʆ μεʆγεθος που ειʆναι μετρηʆ σιμο πειραμα-
τικαʆ μεʆσω διαστημικωʆ ν αποστολωʆ ν. Η πλεʆον συʆ γχρονη αποστοληʆ τεʆτοιου τυʆ που
ειʆναι η αποστοληʆ Planck. Στη συγκεκριμεʆνη αποστοληʆ στις 14 Μαΐου 2009 εκτο-
ξευʆ θηκε στο διαʆ στημα, το διαστημικοʆ αστεροσκοπειʆο Planck και μεʆχρι και σηʆ μερα
μεʆσω αυτουʆ , μετρωʆ νται οι ανισοτροπιʆες της Κοσμικηʆ ς Ακτινοβολιʆας Υποβαʆ θρου,
σε πολυʆ υψηλαʆ και πολυʆ χαμηλαʆ μηʆ κη κυʆ ματος. Μεʆσω των μετρηʆ σεων αυτωʆ ν επι-
τυγχαʆ νεται η εξαγωγηʆ των βασικοʆ τερων πληροφοριωʆ ν σχετικαʆ με την αρχεʆγονη
αυτηʆ ν ακτινοβολιʆα και η αποστοληʆ αναμεʆνεται να παρεʆχει απαντηʆ σεις σε μερικαʆ
αποʆ τα πιο καιʆρια κοσμολογικαʆ ερωτηʆ ματα για το παρελθοʆ ν και την εξεʆλιξη του
συʆ μπαντος, με εξαιρετικηʆ ακριʆβεια. Ένα αποʆ τα βασικοʆ τερα δεδομεʆνα που προ-
κυʆ πτουν αποʆ την αποστοληʆ ειʆναι περιορισμοιʆ για τις βασικοʆ τερες κοσμολογικεʆς
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σταθερεʆς, μεταξυʆ των οποιʆων και της σταθεραʆ ς Hubble. Μοʆ λις το 2015 δημοσιευʆ -
τηκαν οι τελευταιʆες αναλυʆ σεις των δεδομεʆνων του διαστημικουʆ αστεροσκοπειʆου
Planck, [9]. Στη τελευταιʆα στηʆ λη του πιʆνακα 4, σελιʆδα 31, του συγκεκριμεʆνου αʆ ρ-
θρου φαιʆνεται οʆ τι η τιμηʆ της σταθεραʆ ς Hubble με τη βεʆλτιστη δυνατηʆ ακριʆβεια
ειʆναι:
H0 = 67:74 0:46(km/s)⁄Mpc: (1.5.2)
Στον πιʆνακα 1.1 φαιʆνονται συγκεντρωτικαʆ οι μετρηʆ σεις της σταθεραʆ ς αυτηʆ ς αποʆ
την αποστοληʆ Planck, αλλαʆ και αποʆ παλαιοʆ τερες παροʆ μοιες αποστολεʆς αʆ λλων δια-
στημικωʆ ν αστεροσκοπειʆων.
Έτος Αποστολή Η0[(km/sec) /Mpc] Η 10 [Gyr]
2015 Planck 67:74 0:46 14:43
21-03-2013 Planck 67:80 0:77 14:42
20-12-2012 WMΑP 69:32 0:80 14:10
2010 WMAP 71:0 2:5 13:77
2006-2008 Chandra 77:6+14:9 12:5 12:60
2001-2005 Hubble 72 8 13:58
πριν το ’96 50  90 10:86  19:55
Πιʆνακας 1.1: Μετρηʆ σεις σταθεραʆ ς και χροʆ νου Hubble
Βασικοʆ τατο επιʆσης ειʆναι το φυσικοʆ μεʆγεθος H 10 = 1/H0, που καλειʆται χρόνος
Hubble , η φυσικηʆ ερμηνειʆα του οποιʆου θα δοθειʆ στη συνεʆχεια.
Αποʆ τον ρυθμοʆ διαστοληʆ ς του συʆ μπαντος, συναʆ γεται οʆ τι θα πρεʆπει να υπηʆ ρχε καʆ -
ποια χρονικηʆ στιγμηʆ στο παρελθοʆ ν, οʆ που οʆ λοι οι γαλαξιʆες θα βριʆσκονταν πολυʆ κο-
νταʆ μεταξυʆ τους, συγκεντρωμεʆνοι σε μια ανωμαλιʆα (singularity) του χωροχροʆ νου,
με θεωρητικαʆ αʆ πειρη πυκνοʆ τητα και μηδενικοʆ οʆ γκο. Δηλαδηʆ :
9 t =  :R() = 0;
(μηδενικοʆ ς παραʆ γοντας κοσμικηʆ ς κλιʆμακας). Καταʆ την θεωριʆα της μεγαʆ λης εʆκρη-
ξης, η στιγμηʆ αυτηʆ ηʆ ταν η δημιουργιʆα του συʆ μπαντος, οʆ που μια κοσμικηʆ εʆκρηξη
πυροδοʆ τησε την διαστοληʆ του. Συʆ μφωνα με τα κλασσικαʆ απλουʆ στερα μοντεʆλα, η
διαστοληʆ εξηγειʆται ως αποτεʆλεσμα των υπολειμμαʆ των της αρχικηʆ ς ωʆ θησης της
εʆκρηξης και εξαιτιʆας της βαρυτικηʆ ς εʆλξης, οφειʆλει να επιβραδυʆ νεται (βλ. προʆ τυπα
κεφ2). Στα πιο συʆ γχρονα μοντεʆλα οʆ μως, που εμπεριεʆχουν την κοσμολογικηʆ στα-
θεραʆ (η οποιʆα επανηʆ λθε στο προσκηʆ νιο προʆσφατα) αυτοʆ δεν ειʆναι απαραιʆτητα
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ορθοʆ (κεφ.3). Εξαʆ λλου, οι συʆ γχρονες παρατηρηʆ σεις υποδεικνυʆ ουν οʆ τι η διαστοληʆ
ειʆναι επιταχυνοʆ μενη.
1.6 Ανοιχτό και κλειστό σύμπαν
Τα μοντεʆλα Friedmann, τα οποιʆα και θα αναλυθουʆ ν διεξοδικαʆ στην συνεʆχεια, διʆ-
νουν διαφορετικεʆς καταληʆ ξεις για το συʆ μπαν. Θα δειχθειʆ οʆ τι ειʆναι δυνατοʆ ν, ειʆτε
το συʆ μπαν να συνεχιʆσει να διαστεʆλλεται για παʆ ντα (ανοιχταʆ μοντεʆλα), ειʆτε η βα-
ρυτικηʆ εʆλξη να επικρατηʆ σει και να το εξαναγκαʆ σει να καταρρευʆ σει ως προς τον
εαυτοʆ του σε πεπερασμεʆνο χρονικοʆ διαʆ στημα (κλεισταʆ μοντεʆλα). Στα κλασσικαʆ
μοντεʆλα Friedmann, η περιʆπτωση ανοιχτουʆ συʆ μπαντος συνεπαʆ γεται οʆ τι το συʆ -
μπαν εʆχει αʆ πειρη χωρικηʆ εʆκταση, ενωʆ η περιʆπτωση κλειστουʆ συνεπαʆ γεται πεπε-
ρασμεʆνη χωρικηʆ εʆκταση. Καʆ τι τεʆτοιο δεν ισχυʆ ει σε οʆ λα ταμοντεʆλα, γιαπαραʆ δειγμα
στα μοντεʆλα Lemaitre (βλ. παρ. 3.3.3.2).
Υπαʆ ρχουν διαʆφοροι τροʆποι και μεʆθοδοι για να διαπιστωθειʆ αν το συʆ μπαν ειʆναι
ανοιχτοʆ ηʆ κλειστοʆ βαʆ σει των μοντεʆλων. Ένας αποʆ αυτουʆ ς, ειʆναι ο υπολογισμοʆ ς της
παρουʆ σας πυκνοʆ τητας του συʆ μπαντος και η συʆ γκρισηʆ της με την τιμηʆ της «κριʆσι-
μης πυκνοʆ τητας». Αν η τιμηʆ της παρουʆ σας πυκνοʆ τητας υπολογιστειʆ μεγαλυʆ τερη
αποʆ την τιμηʆ της κριʆσιμης, τοʆ τε η βαρυτικηʆ εʆλξη θα επαρκειʆ για να καʆ νει το συʆ -
μπαν να καταρρευʆ σει (Μεγαʆ λη συʆ νθλιψη- Big Crunch) και αʆ ρα θα εʆχουμε κλει-
στοʆ συʆ μπαν, διαφορετικαʆ θα εʆχουμε την περιʆπτωση του ανοιχτουʆ συʆ μπαντος. Η
εξαγωγηʆ του τυʆ που της κριʆσιμης πυκνοʆ τητας θα πραγματοποιηθειʆ παρακαʆ τω, ως
επιʆσης και η μαθηματικηʆ διερευʆ νηση των περιπτωʆ σεων αυτωʆ ν. Ένας ισοδυʆ ναμος
τροʆπος για να αποφανθειʆ κανειʆς περιʆ του τυʆ που του συʆ μπαντος, ειʆναι η μεʆτρηση
του ρυθμουʆ καταʆ τον οποιʆο το συʆ μπαν επιβραδυʆ νεται. Αυτοʆ γιʆνεται μεʆσω της πα-
ραμεʆτρου πυκνοʆ τητας, η οποιʆα συμβολιʆζεται με 
0. Στα απλουʆ στερα μοντεʆλα η
μεταβλητηʆ 
0 οριʆζεται σαν τον λοʆγο της τωρινηʆ ς πυκνοʆ τητας προς την κριʆσιμη
πυκνοʆ τητα του συʆ μπαντος. Έτσι, συʆ μφωνα με τα προλεγοʆ μενα, αν 
0 < 1, τοʆ τε
το συʆ μπαν θα ειʆναι ανοικτοʆ , ενωʆ αν 
0 > 1, κλειστοʆ .
Φυσικαʆ η βαρυτικηʆ εʆλξη επαʆ γει φυσιολογικαʆ μια επιβραʆ δυνση στην διαστοληʆ , η
οποιʆα αντικατοπτριʆζεται αποʆ την παραʆ μετρο επιβραʆ δυνσης q0 που και θα οριστειʆ
πληʆ ρως στην συνεʆχεια. Θα δειχθειʆ επιʆσης οʆ τι το συʆ μπαν ειʆναι δυνατοʆ ν να ειʆναι
θεωρητικαʆ κλειστοʆ , οʆ μως εξαιτιʆας της παρουσιʆας κοσμολογικηʆ ς σταθεραʆ ς να συ-
νεχιʆσει να διαστεʆλλεται αντιʆ να καταρρευʆ σει.
Στην ουσιʆα, στα κλασσικαʆ (επιβραδυνοʆ μενα) μοντεʆλα, οι εʆννοιες της κλειστοʆ τη-
τας και της ανοικτοʆ τητας ειʆναι αʆ μεσα συνδεδεμεʆνες με την καμπυλοʆ τητα του συʆ -
μπαντος k. Θεωρητικαʆ , το συʆ μπαν σε μακροσκοπικηʆ κλιʆμακα δυʆ ναται να εʆχει τριʆα
ειʆδη καμπυλοʆ τητας: αρνητικηʆ , θετικηʆ ηʆ και μηδεʆν. Μιλωʆ ντας για καμπυλοʆ τητα σε
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Σχηʆ μα 1.6.1: Η γεωμετριʆα του συʆ μπαντος αναʆ λογα με την παραʆ μετρο πυκνοʆ τητας 
0. Στα επιβραδυνοʆ μενα μο-
ντεʆλα η καμπυλοʆ τητα του συʆ μπαντος συνδεʆεται αʆ μεσα με την καταʆ ληξη του (ανοιχτοʆ , κλειστοʆ , οριακαʆ ανοιχτοʆ ).
τεʆτοια επιʆπεδα, εννοειʆται η μακροσκοπικηʆ σχηματικηʆ φυσιολογιʆα του χωʆ ρου και
οʆχι του χωροχροʆ νου, ειʆναι λοιποʆ ν δυνατοʆ ν εʆνασυʆ μπαν να ειʆναι σε τεʆτοιες κλιʆμακες
επιʆπεδο, υποʆ την εʆννοια οʆ τι ο χωʆ ρος θεωρειʆται ευκλειʆδειος σε μεγαʆ λες κλιʆμακες
και αυτοʆ συμβαιʆνει οʆ ταν η παραʆ μετρος k ειʆναι μηδενικηʆ . Εφοʆσον το συʆ μπαν εʆχει
αρνητικηʆ καμπυλοʆ τητα, συʆ μφωνα με τα κλασσικαʆ κοσμολογικαʆ προʆ τυπα, θα δια-
στεʆλλεται αιωʆ νια. Σε εʆνα τεʆτοιο συʆ μπαν δυʆ ο παραʆ λληλες δεʆσμες φωτοʆ ς θα απο-
κλιʆνουν και ο χωʆ ρος θα εʆχει τεʆτοια δομηʆ ωʆ στε να μην ειʆναι δυνατοʆ ν να καταρρευʆ -
σει. Στην περιʆπτωση οʆ μως που το συʆ μπαν εʆχει θετικηʆ καμπυλοʆ τητα (το φυσικοʆ
αναʆ λογο σε δυʆ ο διασταʆ σεις ειʆναι η επιφαʆ νεια μιας σφαιʆρας), τοʆ τε η δομηʆ του χωʆ -
ρου επιβαʆ λλει καταʆ ρρευση και δυʆ ο παραʆ λληλες δεʆσμες φωτοʆ ς θα συγκλιʆνουν. Το
τελευταιʆο και πιθανοʆ τερο σεναʆ ριο για την καμπυλοʆ τητα και αʆ ρα για το μεʆλλον
του συʆ μπαντος ειʆναι να ειʆναι μηδενικηʆ . Τοʆ τε ο χωʆ ρος σε μεγαʆ λες κλιʆμακες θα συ-
μπεριφεʆρεται σαν ευκλειʆδειος και δυʆ ο παραʆ λληλες δεʆσμες φωτοʆ ς θα παραμεʆνουν
παραʆ λληλες. Και σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση η διαστοληʆ θα ειʆναι αιωʆ νια. Φυσικαʆ , το
“σχηʆ μα” του συʆ μπαντος ειʆναι αʆ μεσα συνδεδεμεʆνο με την ποσοʆ τητα ενεʆργειας που
περιεʆχει και αʆ ρα και με την πυκνοʆ τητα της, οποʆ τε η μελεʆτη οʆ λων των προαναφερ-
θεʆντων παραμεʆτρων, προκειμεʆνου να εξαχθουʆ ν συμπεραʆ σματα για το μεʆλλον του,
ειʆναι ισοδυʆ ναμες. Στην περιʆπτωση οʆ μως μοντεʆλων με κοσμολογικοʆ οʆ ρο , η κα-
μπυλοʆ τητα του συʆ μπαντος δεν συνεπαʆ γεται και την καταʆ ληξηʆ του, ουʆ τε συνεπαʆ -
γεται αποʆ αυτηʆ ν αλλαʆ απλωʆ ς ειʆναι εʆνας αποʆ τους παραʆ γοντες που συνεισφεʆρουν
ηʆ δρουν κατασταλτικαʆ στην διαστοληʆ . Θα δειχθειʆ στην συνεʆχεια της εργασιʆας, οʆ τι
ειʆναι δυνατοʆ ν να εʆχει το συʆ μπαν θετικηʆ καμπυλοʆ τητα, αλλαʆ να συνεχιʆσει να δια-
στεʆλλεται αιωʆ νια (βλ. κεφ3).
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΡΧΕΣ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΑΣ 21
Μεʆσω των προτυʆ πων Friedmann μελεταʆ ται καʆ θε δυνατηʆ καταʆ ληξη του συʆ μπα-
ντος και τα αποτελεʆσματα καʆ θε μοντεʆλου συγκριʆνονται με τις παρατηρηʆ σεις, με
σκοποʆ να εξαχθειʆ εʆνα μοντεʆλο για το συʆ μπαν που συμφωνειʆ οʆ σον το δυνατοʆ ν πε-
ρισσοʆ τερο με αυτοʆ που παρατηρειʆται. Στην παρουʆ σα εργασιʆα, σκοποʆ ς ειʆναι η μα-
θηματικηʆ παρουσιʆαση και αναʆ λυση μερικωʆ ν εκ των προτυʆ πων αυτωʆ ν, καθωʆ ς και
η παραʆ θεση των συμπερασμαʆ των που θα προκυʆψουν απ’ την αναʆ λυση τους.
Κεφάλαιο 2
Πρότυπα Friedmann χωρίς
κοσμολογική σταθερά
2.1 Γενική Θεωρία σχετικότητας και η μετρική RW
Στοσημειʆο αυτοʆ , θαπεριγραφειʆ εν συντομιʆα μια γενικηʆ εικοʆ να τηςφιλοσοφιʆας της
Γενικηʆ ς Θεωριʆας Σχετικοʆ τητας (Γ.Θ.Σ), χωριʆς να γιʆνει εμβαʆ θυνση ηʆ αυστηρηʆ εξα-
γωγηʆ των εξισωʆ σεων, καθωʆ ς καʆ τι τεʆτοιο θα ξεʆφευγε αποʆ τα πλαιʆσια και τους σκο-
πουʆ ς τηςπαρουʆ σας εργασιʆας. Παροʆ λααυταʆ , θα γιʆνει μιαπαρουσιʆαση τωνβασικωʆ ν
εξισωʆ σεων της θεωριʆας, καθωʆ ς θα πρεʆπει να γιʆνει κατανοητηʆ τοʆ σο η μαθηματικηʆ
τους, οʆ σο και η φυσικηʆ τους σημασιʆα, προκειμεʆνου να επιτευχθειʆ η εξαγωγηʆ των
μοντεʆλων Friedmann, μεʆσω της σχετικιστικηʆ ς προσεʆγγισης. Για το σκοποʆ αυτοʆ ,
χρησιμοποιηʆ θηκαν κυριʆως οι πηγεʆς [14,22] της βιβλιογραφιʆας.
Η Γ.Θ.Σ ειʆναι η καλυʆ τερη και η πληρεʆστερη θεωριʆα βαρυʆ τητας που εʆχει στην διαʆ -
θεση του αυτηʆ ν την στιγμηʆ ο αʆ νθρωπος. Η κεντρικηʆ ιδεʆα της θεωριʆας ειʆναι οʆ τι
ο χωʆ ρος και ο χροʆ νος σχηματιʆζουν μια ενιαιʆα τετραδιαʆ στατη πολλαπλοʆ τητα, τον
χωροʆχρονο, με μια μετρικηʆ -τανυστηʆ g . Αποʆ την αʆ λλη, οι εξισωʆ σεις πεδιʆου του
Einstein, συνδεʆουν την μετρικηʆ αυτηʆ (γεωμετριʆα χωροχροʆ νου), με την ενεʆργεια
και την υʆ λη του συʆ μπαντος. Η g ειʆναι εʆνας συμμετρικός τανυστηʆ ς με 16 συνι-
στωʆ σες και αʆ ρα μοʆ νο οι 10 αρκουʆ ν για να περιγραφειʆ. Επιπλεʆον, δεχοʆ μενοι την
Κοσμολογικηʆ Αρχηʆ , σε μεγαʆ λες κλιʆμακες εʆχουμε g0i = gi0 = 0 και g00 = 1 .
Έτσι η αποʆσταση μεταξυʆ δυʆ ο γεγονοʆ των του χωροχροʆ νου διʆνεται πλεʆον αποʆ την:
ds2 =  c2dt2 + gijdxidxj: (2.1.1)
Καταʆ αυτοʆ ν τον τροʆπο εʆχει επιτευχθειʆ μια διαμεʆριση του τετραδιαʆ στατου χωρο-
χροʆ νου σε χωρικεʆς υπεʆρ-επιφαʆ νειες, που ειʆναι ομογενειʆς και ισοʆ τροπες σε δεδο-
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μεʆνη χρονικηʆ στιγμηʆ , καʆ τι που απλοποιειʆ εξαιρετικαʆ την καταʆ σταση.
Εισαʆ γοντας τωʆ ρασφαιρικεʆς συντεταγμεʆνες, εʆχουμεοʆ τι εʆνασημειʆο στοχωροʆχρονο
γραʆφεται (r; ; ; ct).
Αποʆ τουςRobertsonκαιWalker αποδειʆχθηκε (ανεξαʆ ρτητα) οʆ τι η μοναδικηʆ μετρικηʆ
που ενσωματωʆ νει τις εʆννοιες της ισοτροπιʆας και της ομοιογεʆνειας για εʆνα διαστελ-
λοʆ μενο συʆ μπαν ειʆναι η
gij =
0BB@
1 0 0 0
0  R2/  1  kr2 0 0
0 0  r2R2 0
0 0 0  sin2R2
1CCA : (2.1.2)
Επομεʆνως:
ds2 = c2dt2  R2(t)[dr2/(1  kr2) + r2(d + sin2d2)]; (2.1.3)
οʆπουR(t), ειʆναι οπαραʆ γονταςκοσμικηʆ ς κλιʆμακαςκαιk 2 f 1; 0; 1g, η παραʆ μετρος
καμπυλοʆ τητας.
Εδωʆ οʆ σον αφοραʆ στις διασταʆ σεις των μεγεθωʆ ν, θα πρεʆπει να σημειωθειʆ οʆ τι ενωʆ
[R] = L, εʆχουμε οʆ τι [r] = 1, ως επιʆσης [k] = 1.
Η ισχυʆ ς της κοσμολογικηʆ ς αρχηʆ ς πλεʆον γιʆνεται ξεκαʆ θαρη. Σε εʆνα ομογενεʆς και ισοʆ -
τροπο συʆ μπαν, τα μοʆ να στοιχειʆα που χρειαʆ ζονται για την περιγραφηʆ της γεωμε-
τριʆας του, ειʆναι ταμεγεʆθηR(t)και k. Θαπρεʆπει να τονιστειʆ ξαναʆ οʆ τι τοσυʆ μπανπου
παρατηρουʆ με σε οʆχι εξαιρετικαʆ μεγαʆ λες κλιʆμακες, δεν εμφανιʆζεται ισοʆ τροπο και
ομογενεʆς, οʆ πως ακριβωʆ ς εʆνα στερεοʆ σωʆ μα φαιʆνεται συνεχεʆς φαινομενικαʆ , αλλαʆ
μικραιʆνοντας την κλιʆμακα αποκαλυʆ πτονται ασυνεʆχειες μεταξυʆ των δομικωʆ ν του
λιʆθων. Έτσι η μετρικηʆ Robertson-Walker (RW)¹ ισχυʆ ει μοʆ νο σε μεγαʆ λες κλιʆμακες
( 100Μpc²).
2.2 Εξαγωγή των προτύπων Friedmann
Διʆνονται στο σημειʆο αυτοʆ οι εξισωʆ σεις πεδιʆου του Einstein χωριʆς αποʆ δειξη³
¹Στην βιβλιογραφιʆα φαιʆνεται και ως FRW (Friedmann-Robertson-Walker)
²Αστρονομικηʆ μοναʆ δα μεʆτρησης (1Mpsc = 106psc = 3:26  106εʆτη φωτοʆ ς= 3:09 1019km )
³Για μια ολοκληρωμεʆνη εικοʆ να της Γ.Θ.Σ ο αναγνωʆ στης μπορειʆ να καταφυʆ γει στα [7, 13]
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R   1/2gR = 8G/c4T; (2.2.1)
οʆπου στο πρωʆ το μεʆλος ο R ειʆναι ο τανυστηʆ ς Ricci⁴ και εμπεριεʆχει συνδυασμουʆ ς
των μερικωʆ ν παραγωʆ γων πρωʆ της και δευʆ τερης ταʆ ξης της g ενωʆ R = gR
(Ricci scalar).
Στο δευʆ τερο μεʆλος εʆχουμε τον τανυστηʆ ορμηʆ ς-ενεʆργειας Τ (για τεʆλειο ρευστοʆ )
και καταʆ τον τροʆπο αυτοʆ ν επιτυγχαʆ νεται η προλεγοʆ μενη συʆ νδεση της γεωμετριʆας
του χωροχροʆ νου με την μαʆ ζα και την ενεʆργεια. Οι εξισωʆ σεις αυτεʆς, στην δεδομεʆνη
μορφηʆ , δεν εμπεριεʆχουν τον οʆ ρο της κοσμολογικηʆ ς σταθεραʆ ς ο οποιʆος θα εισαχθειʆ
στη συνεʆχεια προκειμεʆνου να αναλυθουʆ ν τα επιταχυνοʆ μενα προʆ τυπα (κεφ.3). Στη
μετρικηʆ RW εʆχουμε τις ακοʆ λουθες μη μηδενικεʆς συνιστωʆ σες των g και g ⁵ οι
οποιʆες θα ανηʆ κουν στην κυʆ ρια διαγωʆ νιο του τανυστηʆ :
g00 = 1 ; g11 =  R2/(1  kr2) ; g22 =  r2R2 ; g33 =  sin2R2
g00 = 1 ; g11 =  (1  kr2)/R2 ; g22 =  1/(r2R2) ; g33 =  1/(sin2R2);
ενωʆ οι συνιστωʆ σες του R , οʆ πως φαιʆνεται και στο κεφαʆ λαιο 3 του βιβλιʆου του
J.N. Islam, An Introduction to mathematical cosmology, ειʆναι οι ακοʆ λουθες[14]:
R00 =  3( R/R),
R11 = ( _RR + _R2 + 2kc2)/(1  kr2),
R22 = r2(R R + 2 _R2 + 2kc2),
R33 = r2sin2(R R + 2 _R2 + 2kc2).
Έτσι μεταʆ αποʆ πραʆ ξεις και χρησιμοποιωʆ ντας τους τανυστικουʆ ς κανοʆ νες αʆ θροισης
επαναλαμβανοʆ μενων δεικτωʆ ν προκυʆ πτει:
gR =  6(R R + _R2 + kc2)/R2: (2.2.2)
⁴Η εʆντονη γραφηʆ στον τανυστηʆ Ricci χρησιμοποιειʆται προκειμεʆνου να αποφευχθειʆ η συʆ γχυση μεταξυʆ αυτουʆ και
του συντελεστηʆ κοσμικηʆ κλιʆμακαςR(t)
⁵gg = 1
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Επιπλεʆον, για τις αντιʆστοιχες συνιστωʆ σες του τανυστηʆ ορμηʆ ς/ενεʆργειας ισχυʆ ει :
T00 = " ; T11 = (pR
2)/(1  kr2) ; T22 = pr2R2 ; T33 = pr2(sin2)R2;
Όπου " = c2, η πυκνοʆ τητα ενεʆργειας και p, η πιʆεση. ⁶
Συνεπωʆ ς οι εξισωʆ σεις πεδιʆου Einstein για  =  = 0 , διʆνουν υʆ στερα αποʆ πραʆ ξεις
την
_R2 + kc2 =
8
3
G"R/c2; (2.2.3)
ενωʆ για  =  = 1 την:
2R R + _R2 + kc2 =  8GpR2/c2; (2.2.4)
στην οποιʆα αν μεʆσω της (2:2:3) αντικατασταθειʆ ο οʆ ρος _R2 + kc2, προκυʆ πτει η πα-
ρακαʆ τω εξιʆσωση:
R =  (4G/3)("+ 3p)R/c2: (2.2.5)
Για  =  = 2 και για  =  = 3 δεν προκυʆ πτουν αʆ λλες ανεξαʆ ρτητες αποʆ τις
προηγουʆ μενες εξισωʆ σεις . Τεʆλος παραγωγιʆζοντας την (2.2.3) ως προς τον χροʆ νο
και απαλειʆφοντας τον οʆ ρο R με την βοηʆ θεια της (2.2.5) εʆπεται η επιπλεʆον ακοʆ -
λουθη διαφορικηʆ εξιʆσωση:
_"+ 3
_R
R
(p+ ") = 0: (2.2.6)
Στην εξιʆσωση (2.2.3) η αδιαʆ στατη παραʆ μετρος k 2 f 1; 0; 1g αντιπροσωπευʆ ει
τις τρεις διαφορετικεʆς περιπτωʆ σεις καμπυλοʆ τητας για το συʆ μπαν, συνεπωʆ ς, για
καʆ θε μια αποʆ αυτεʆς τις τιμεʆς υπαʆ ρχει και μια διαφορικηʆ εξιʆσωση:
⁶Παρατηρουʆ με οʆ τι ["] = [p] = ML 1T 2
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_R2 = c2 + (8G/3)"R2/c2; (2.2.7)
_R2 = (8G/3)"R2/c2; (2.2.8)
_R2 =  c2 + (8G/3)"R2/c2: (2.2.9)
Η (2:2:5)εμφανιʆζεται συχναʆ στην βιβλιογραφιʆα ως εξίσωση επιτάχυνσης ενωʆ οι
(2.2.7) - (2.2.9) ειʆναι οι εξισώσεις Friedmann. Επιʆσης, εʆνα ακοʆ μα δεδομεʆνο ειʆναι
η εξιʆσωση (2.2.6) η οποιʆα ονομαʆ ζεται εξίσωση διατήρησης. Επειδηʆ καʆ θε μια αποʆ
τις (2.2.7) - (2.2.9) ειʆναι εξαρτημεʆνες με την (2:2:5) και οι αʆ γνωστες συναρτηʆ σεις
ειʆναι τρεις, ειʆναι αναγκαιʆα η ευʆ ρεση μιας επιπλεʆον εξιʆσωσης προκειμεʆνου να επι-
λυθειʆ το συʆ στημα. Η εξιʆσωση αυτηʆ θα ειʆναι η καταστατικηʆ εξιʆσωση για τα τεʆλεια
αεʆρια, μια αλγεβρικηʆ σχεʆση που θα συνδεʆει τις συναρτηʆ σεις της πιʆεσης p και της
πυκνοʆ τητας ενεʆργειας ".
Τοʆ τε, για καʆ θε μια αποʆ τις τρεις τιμεʆς της παραμεʆτρου k, προκυʆ πτει και εʆνα συʆ -
στημα δυʆ ο ανεξαʆ ρτητων διαφορικωʆ ν εξισωʆ σεων και μιας αλγεβρικηʆ ς βοηθητικηʆ ς
εξιʆσωσης, με τρεις αʆ γνωστες συναρτηʆ σεις, το οποιʆο αν επιλυθειʆ θα παρεʆχει τις συ-
ναρτηʆ σεις του παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας, της πιʆεσης και της πυκνοʆ τητας, σε
καʆ θε περιʆπτωση. Αυταʆ ειʆναι τα (κλασσικαʆ ) πρότυπα Friedmann χωρίς κοσμο-
λογικήσταθερά ( = 0), τα οποιʆα και θα αναλυθουʆ ν πληʆ ρως στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ .
2.3 H καταστατική εξίσωση
Όσον αφοραʆ στην καταστατικηʆ εξιʆσωση, παροʆ τι εν γεʆνει οι καταστατικεʆς εξισωʆ -
σεις ειʆναι δυνατοʆ ν να ειʆναι μη γραμμικεʆς και περιʆπλοκες, στην κοσμολογιʆα ειʆναι
γνωστοʆ οʆ τι η σχεʆση αυτηʆ ειʆναι απληʆ και μαʆ λιστα γραμμικηʆ [22], της μορφηʆ ς
p = !"; (2.3.1)
με !  1.
Αυτοʆ οφειʆλεται κυριʆως στην παραδοχηʆ οʆ τι το συʆ μπαν σε μεγαʆ λες κλιʆμακες αντι-
μετωπιʆζεται σαν τεʆλειο ρευστοʆ .
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Για παραʆ δειγμα για εʆνα αεʆριο σωματιδιʆων μη σχετικιστικηʆ ς μαʆ ζας και χαμηληʆ ς
πυκνοʆ τητας ισχυʆ ει ⁷
p = nKBT =
KT

t
KT
c2
"; (2.3.2)
οʆπου, η μεʆση μαʆ ζα των μοριʆων του αεριʆου T , η θερμοκρασιʆα του καιK , σταθεραʆ .
Επιʆσης, αποʆ την θερμοδυναμικηʆ :
3KT = 


v2

; (2.3.3)
οʆπου


v2

η μεʆση τετραγωνικηʆ ταχυʆ τητα του αεριʆου.
Συνεπωʆ ς:
p 


v2

3c2
" = !": (2.3.4)
Έτσι η τιμηʆ της σταθεραʆ ς ! εξαρταʆ ται αποʆ τον λοʆγο


v2

/c2 και αʆ ρα σε εʆνα
συʆ μπαν οʆπου κυριαρχειʆ η μη σχετικιστικηʆ υʆ λη, ηʆ τοι


v2

/c2  1, θα ισχυʆ ει οʆ τι
p  0.
Αντιθεʆτως, σε εʆνα συʆ μπαν που κυριαρχειʆ η ακτινοβολιʆα ειʆναι


v2

/c2 = 1 και
αʆ ρα, p = "/3.
Ενδιαφεʆρον επιʆσης παρουσιαʆ ζει η περιʆπτωση οʆπου, ! <  1/3, αφουʆ τοʆ τε αποʆ
την εξιʆσωση επιταʆ χυνσης (2.2.5) προκυʆ πτει οʆ τι, R > 0, δηλαδηʆ τοʆ τε η τιμηʆ του !
αντιστοιχειʆ σε συστατικοʆ του συʆ μπαντος που συνεισφεʆρει στην επιταʆ χυνση της
διαστοληʆ ς (σκοτεινηʆ ενεʆργεια).
Στην πορειʆα θα εφαρμοστουʆ ν τα αποτελεʆσματα αυταʆ , προκειμεʆνου να επιλυθουʆ ν
αναλυτικαʆ (ηʆ και αριθμητικαʆ ) οι εξισωʆ σεις Friedmann για διαʆφορα συʆ μπαντα.
Επιʆσης τονιʆζεται, οʆ τι παροʆ λα αυταʆ , υπαʆ ρχουν και μοντεʆλα που λαμβαʆ νουν υποʆψιν
μη γραμμικεʆς καταστατικεʆς εξισωʆ σεις (βλ. [24] ).
⁷Η προσεʆγγιση στην (2.3.2) εʆγινε δεδομεʆνου οʆ τι σχεδοʆ ν οʆ λη η ενεʆργεια του μη σχετικιστικουʆ αεριʆου αποτελειʆται
αποʆ την μαʆ ζα των σωματιδιʆων του.
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2.4 Κανονικοποίηση παράγοντα κλίμακας
Στο σημειʆο αυτοʆ και στο εξηʆ ς, εισαʆ γεται ο αδιαʆ στατος συντελεστηʆ ς κοσμικηʆ ς κλιʆ-
μακας, a(t) = R(t)/R(t0), που κανονικοποιειʆται εʆτσι ωʆ στε να ειʆναι,
a(t0) = a0 = 1:
Καʆ τι τεʆτοιο, εʆχει σαν αποτεʆλεσμα να διʆνεται αναφοραʆ στο παροʆ ν, οʆ σον αφοραʆ στη
διαστοληʆ (σε σχεʆση με την τιμηʆ του παραʆ γοντα κλιʆμακας σηʆ μερα).
Εισαʆ γοντας την κανονικοποιʆησηστην εξιʆσωσηFriedmann (2.2.3) προκυʆ πτει η εξιʆ-
σωση:
_a2 =  kc2/R02 + (8G/3)"a2/c2: (2.4.1)
Έτσι το μαθηματικοʆ προʆ τυπο θα λαʆ βει την παρακαʆ τω μορφηʆ :
a =  (4G/3)("+ 3p)a/c2; (2.4.2)
_a2 = c2/R0
2 + (8G/3)"a2/c2; (2.4.3)
_a2 = (8G/3)"a2/c2; (2.4.4)
_a2 =  c2/R02 + (8G/3)"a2/c2; (2.4.5)
_"+ 3
_a
a
(p+ ") = 0; (2.4.6)
p = !": (2.4.7)
Προκειμεʆνου να επιλυθειʆ το συʆ στημα των παραπαʆ νω διαφορικωʆ ν εξισωʆ σεων ως
προʆ βλημα αρχικωʆ ν τιμωʆ ν (Π.Α.Τ.), δυʆ ναται να θεωρηθειʆ οʆ τι η αρχικηʆ συνθηʆ κη ειʆ-
ναι η a(0) = 0 , στην πλειοψηφιʆα των περιπτωʆ σεων. Τοʆ τε, οι λυʆ σεις που θα προκυʆ -
ψουν θα αφορουʆ ν σε συʆ μπαντα που ειʆχαν στιγμηʆ δημιουργιʆας (Μεγαʆ λη Έκρηξη).
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Όπως θα γιʆνει φανεροʆ και παρακαʆ τω υπαʆ ρχουν λυʆ σεις των εξισωʆ σεων και για
συʆ μπαντα που δεν ειʆχαν στιγμηʆ δημιουργιʆας στο παρελθοʆ ν, για παραʆ δειγμα το
συʆ μπαν Einstein της παραγραʆφου (2.7.1), εξιʆσωση (2.7.2). Στην περιʆπτωση αυτηʆ
μπορειʆ να θεωρηθειʆ οʆ τι η εξιʆσωση εʆχει λυʆ ση για a(0) = 1 , οʆ που t = 0 τιʆθεται η
σημερινηʆ τιμηʆ .
2.5 Γραφικός ορισμός χρόνου Hubble
Το πρωʆ το βηʆ μα της μελεʆτης των μοντεʆλων του Friedmann σε αυτηʆ ν την μορφηʆ
ειʆναι να μελετηθουʆ ν τις ιδιοʆ τητες της γραφικηʆ ς παραʆ στασης της συναʆ ρτησης a(t),
ο προσδιορισμοʆ ς της οποιʆας ειʆναι καιʆριο κοσμολογικοʆ προʆ βλημα.
Επιστρεʆφοντας στην εξιʆσωση διατηʆ ρησης (2:4:6), προσθεʆτοντας _p και στα δυʆ ο
μεʆλη και υʆ στερα την πολλαπλασιαʆ ζοντας με a3 προκυʆ πτει οʆ τι:
_pa3 =
d
dt
[a3(+ p)]: (2.5.1)
Ενσυνεχειʆα, πολλαπλασιαʆ ζοντας με _a 1 και συμπυκνωʆ νονταςπαραγωʆ γουςαθροι-
σμαʆ των η παραʆ γωγος μεταβλητηʆ ς t μετατρεʆπεται ευʆ κολα σε παραʆ γωγο μεταβλη-
τηʆ ς a και εν κατακλειʆδι:
d("a3)
da
=  3pa2: (2.5.2)
Αποʆ την τελευταιʆα αυτηʆ εξιʆσωση γιʆνεται κατανοητοʆ , οʆ τι για θετικεʆς τιμεʆς της πιʆ-
εσης και για καʆ θε αυʆ ξηση του παραʆ γοντα κλιʆμακας, η πυκνοʆ τητα θα πρεʆπει να
μειωʆ νεται τουλαʆ χιστον οʆσο γρηʆ γορα αυξαʆ νεται ο οʆ ρος a3. Τουʆ το, διοʆ τι αν θεωρη-
θειʆ οʆ τι η πιʆεση ηʆ ταν 0, δηλαδηʆ το αριστεροʆ μεʆλος της εξιʆσωσης ηʆ ταν μηδενικοʆ , τοʆ τε
προκειμεʆνου να ειʆναι το γινοʆ μενο "a3 σταθεροʆ , (αφουʆ η παραʆ γωγος ως προς a θα
ηʆ ταν μηδεʆν) θα πρεʆπει η πυκνοʆ τητα να μειωʆ νεται ακριβωʆ ς οʆ πως αυξαʆ νεται ο οʆ ρος
a3. Καταʆ συνεʆπεια, για να ειʆναι αρνητικηʆ η παραʆ γωγος, η πυκνοʆ τητα θα πρεʆπει να
μειωʆ νεται τουλαʆ χιστον οʆπως το a 3. Έτσι καθωʆ ς a!1 (δηλαδηʆ a 1 ! 0), η πο-
σοʆ τητα "a2 μηδενιʆζεται οʆ σο γρηʆ γορα μηδενιʆζεται και το a 1. Φαιʆνεται οʆ μως ο οʆ ρος
"a2 στις τρεις εξισωʆ σεις του Friedmann και αυτοʆ , αναʆ λογα με την καʆ θε περιʆπτωση
καμπυλοʆ τητας, οδηγειʆ στα ακοʆ λουθα συμπεραʆ σματα:
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• Για k =  1, τοʆ τε _a2 > 0, συνεπωʆ ς η a(t) παραμεʆνει αυʆ ξουσα⁸. Επιπλεʆον αποʆ
την (2.4.3) ειʆναι a(t)! c⁄R0t, οʆ ταν t!1, που σημαιʆνει οʆ τι ο παραʆ γοντας
κλιʆμακας τειʆνει να γιʆνει ομοιοʆ μορφος με μηδενικηʆ επιταʆ χυνση (ευθειʆα) για
πολυʆ μεγαʆ λους χροʆ νους (ανοιχτοʆ συʆ μπαν).
• Για k = 0, προκυʆ πτει και παʆ λι αυʆ ξονταςπαραʆ γοντας κλιʆμακας και ιʆδια ασυμ-
πτωτικηʆ συμπεριφοραʆ για t ! 1, αλλαʆ με βραδυʆ τερη αυʆ ξηση αποʆ την πε-
ριʆπτωση αρνητικηʆ ς καμπυλοʆ τητας.
• Για k = 1, οʆ ταν "a2 = (3c4)⁄(8GR20), θα ειʆναι, _a = 0, δηλαδηʆ θα παρουσιαʆ -
ζεται τοπικοʆ μεʆγιστο (εφοʆσον τα κοιʆλα στρεʆφονται προς τα καʆ τω οʆπως θα
δειχθειʆ ακριβωʆ ς παρακαʆ τω) και αʆ ρα εν συνεχειʆα θα φθιʆνει εʆως οʆ του τμηʆ σει
τον αʆ ξονα του χροʆ νου σε πεπερασμεʆνο διαʆ στημα (κλειστοʆ συʆ μπαν).
Για τη δευʆ τερη παραʆ γωγο, αν θεωρηθειʆ οʆ τι " + 3p > 0, τοʆ τε αποʆ την (2.4.2) ειʆναι
ξεκαʆ θαρο οʆ τι a(t0)/a(t0) = a(t0) < 0, για t = t0 (σηʆ μερα). Συνεπωʆ ς σε καʆ θε πε-
ριʆπτωση καμπυλοʆ τητας, η συναʆ ρτηση οφειʆλει να στρεʆφει τα κοιʆλα προς τα καʆ τω
στο t = t0 .
Επιʆσης η εφαπτομεʆνη ευθειʆα στο σημειʆο αυτοʆ , θα πρεʆπει να τεʆμνει τον αʆ ξονα του
χροʆ νου σε σημειʆο, πιο μακριαʆ αποʆ το παροʆ ν απ’ οʆ τι θα τον εʆτεμνε η ιʆδια η συναʆ ρ-
τηση. Αυτοʆ σημαιʆνει, οʆ τι αν η διαστοληʆ ηʆ ταν ομοιοʆ μορφη, η ηλικιʆα του συʆ μπαντος
θα ηʆ ταν προφανωʆ ς μεγαλυʆ τερη. Θεʆτοντας χωριʆς βλαʆ βη, t =  = 0 το σημειʆο
που τεʆμνει η a(t) τον αʆ ξονα (δημιουργιʆα του συʆ μπαντος), θα ειʆναι a(0) = 0 .
Αναφορικαʆ με την αρχικηʆ αυτηʆ συνθηʆ κη σημειωʆ νεται εδωʆ , οʆ τι η εξιʆσωση (2.4.5)
ικανοποιειʆται, καθωʆ ς συʆ μφωνα με τα προλεγοʆ μενα, οʆ ταν a ! 0 , προκυʆ πτει οʆ τι
"a2 ! +1, (δεδομεʆνου οʆ τι "a2  a 1). Έτσι, στην αρχηʆ της εξεʆλιξης του συʆ μπα-
ντος παροʆ τι ο οʆ ρος _a2 απειριʆζεται, παραμεʆνει θετικοʆ ς και το προʆ βλημα αρχικωʆ ν
τιμωʆ ν εʆχει λυʆ ση.
Συνοψιʆζοντας τα παραπαʆ νω, η συναʆ ρτηση του παραʆ γοντα κλιʆμακας και της εφα-
πτοʆ μενης ευθειʆας απεικονιʆζονται στο σχηʆ μα ( 2.5.1).
Έτσι, αν  η γωνιʆα που σχηματιʆζει η εφαπτομεʆνη με τον αʆ ξονα του χροʆ νου, τοʆ τε:
tan = _a(t0) = 1⁄(TN)) (TN) = 1 ⁄ _a(t0) = R(t0) ⁄ _R(t0) = H 10 ;
οʆπου (TN), η ηλικιʆα που θα ειʆχε το συʆ μπαν, αν η διαστοληʆ του ηʆ ταν ομοιοʆ μορφη.
Αυτοʆ φανερωʆ νει αʆ μεσα τοφυσικοʆ νοʆ ημα του χροʆ νου Hubble. Συνεπωʆ ς, συναʆ γεται
αʆ μεσα οʆ τι η ηλικιʆα ενοʆ ς συʆ μπαντος που η διαστοληʆ του στρεʆφει τα κοιʆλα προς τα
⁸Επειδηʆ _a2 > 0 και _a  0 εʆχουμε _a > 0
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΠΡΟΤΥΠΑ FRIEDMANN ΧΩΡΙΣ ΚΟΣΜΟΛΟΓΙΚΗ ΣΤΑΘΕΡΑ 31
Σχηʆ μα 2.5.1: Γραφικοʆ ς ορισμοʆ ς χροʆ νου Hubble [14]
καʆ τω, οφειʆλει να ειʆναι μικροʆ τερη αποʆ τον χροʆ νο Hubble, ο οποιʆος προσδιοριʆζεται
μετρωʆ ντας την σταθεραʆ Hubble. Έτσι μεʆσω των προτυʆ πων Friedmann προεʆκυψε
εʆνααʆ νωφραʆ γμα για τηνηλικιʆα τουσυʆ μπαντος⁹. Αποʆ τονπιʆνακα1.1προκυʆ πτει οʆ τι
εʆνα επιβραδυνοʆ μενο συʆ μπαν, δεν μπορειʆ να εʆχει ηλικιʆα μεγαλυʆ τερη αποʆ 14:43Gyr
, συʆ μφωνα με τις μετρηʆ σεις της αποστοληʆ ς Planck 2015.
2.6 Κρίσιμηπυκνότητακαιπαράμετροςεπιβράδυν-
σης της διαστολής
Ανακαλωʆ ντας τον ορισμοʆ της σταθεραʆ ς Hubble και δεδομεʆνου της προαναφερθειʆ-
σας κανονικοποιʆησης του παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας, θα ισχυʆ ει:
H0 = _a(t0): (2.6.1)
Ειʆναι οποʆ τε εφικτοʆ η (2.4.1 ) να εκφραστειʆ ως
3c2H20
8G
=   3kc
4
8GR20
+ "0: (2.6.2)
Η διαστατικηʆ αναʆ λυση της εξιʆσωσης (2.6.2) υποδεικνυʆ ει οʆ τι:
⁹Αν γνωριʆζαμε οʆ τι η διαστοληʆ ηʆ ταν επιταχυνοʆ μενη, τοʆ τε η συναʆ ρτηση θα εʆστρεφε τα κοιʆλα προς τα αʆ νω και προ-
φανωʆ ς ο χροʆ νος Hubble θα ηʆ ταν καʆ τω φραʆ γμα για την ηλικιʆα του συʆ μπαντος.
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
3c2H20
8G

=

3kc4
8GR20

= ["0] = ML
 1T 2;
και αʆ ρα προʆ κειται για μια εξιʆσωση που συνδεʆει πυκνοʆ τητες ενεʆργειας.
Θεʆτουμε
(3c2H20)/8G = "c; (2.6.3)
και
(3c4)/(8GR20) = A > 0; (2.6.4)
αʆ ρα
"c =  Ak + "0 , "0   "c = Ak: (2.6.5)
Αποʆ την τελευταιʆα αυτηʆ σχεʆση διακριʆνονται οι τρεις παρακαʆ τω περιπτωʆ σεις:
• Αν "0 > "c, τοʆ τε k > 0, και αʆ ρα το συʆ μπαν θα ειʆναι κλειστοʆ (θετικηʆ καμπυ-
λοʆ τητα).
• Αν "0 < "c, τοʆ τε k < 0, και αʆ ρα το συʆ μπαν θα ειʆναι ανοικτοʆ (αρνητικηʆ κα-
μπυλοʆ τητα).
• Αν "0 = "c, τοʆ τε k = 0, και το συʆ μπαν θα ειʆναι οριακαʆ ανοικτοʆ (μηδενικηʆ
καμπυλοʆ τητα).
Το μεʆγεθος "c αναπαρισταʆ την κριʆσιμη πυκνοʆ τητα και τοφυσικοʆ νοʆ ημα τωνπαρα-
παʆ νω περιπτωʆ σεων επικεντρωʆ νεται στο οʆ τι αν η σημερινηʆ πυκνοʆ τητα ενεʆργειας,
σε συʆ μπαν χωριʆς κοσμολογικηʆ σταθεραʆ , ξεπερναʆ το οʆ ριο αυτοʆ , τοʆ τε προφανωʆ ς οι
βαρυτικεʆς επιδραʆ σεις καʆ ποια στιγμηʆ θα υπερνικηʆ σουν την ωʆ θηση της διαστοληʆ ς
και θα εξαναγκαʆ σουν το συʆ μπαν να καταρρευʆ σει σε Μεγαʆ λη Συʆ νθλιψη. Στην αντιʆ-
θετη περιʆπτωση, η βαρυτικηʆ εʆλξη δεν θα επαρκειʆ για να προκαλεʆσει εʆνα τεʆτοιο
τεʆλος και η διαστοληʆ θα συνεχιστειʆ επ’ αʆ πειρον.
Αναπτυʆ σσεται τωʆ ρα σε σειραʆ Taylor η συναʆ ρτηση a(t) σε μια περιοχηʆ του t0, προ-
κειμεʆνου να οριστειʆ μια χρηʆ σιμη παραʆ μετρος.
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a(t) = 1 + (t  t0) _a(t0) + 1
2
(t  t0)2a(t0) + :::)
a(t) = 1 + (t  t0)H0 + 1
2
(t  t0)2 a(t0)
_a2(t0)
H20 + :::)
a(t) = 1 + (t  t0)H0   1
2
(t  t0)2q0H20 + :::; (2.6.6)
οʆπου
q0 =   a(t0)
_a2(t0)
: (2.6.7)
Το μεʆγεθος αυτοʆ ονομαʆ ζεται παράμετρος επιβράδυνσης και ειʆναι φανεροʆ αποʆ την
(2.6.6) οʆ τι ο παραʆ γοντας, 12(t t0)2q0H20 , εφοʆσον αφαιρειʆται συνεισφεʆρει στην μειʆ-
ωση των τιμωʆ ν της συναʆ ρτησης a(t) και αʆ ρα και στην επιβραʆ δυνση της. Σημειωʆ -
νεται επιʆσης το γεγονοʆ ς, οʆ τι η παραʆ μετρος q0 ειʆναι αδιαʆ στατη.
Ειʆναι ακοʆ μη δυνατοʆ ν να οριστειʆ καταʆ φυσιολογικοʆ τροʆπο και η συναʆ ρτηση επι-
βραʆ δυνσης που αφοραʆ στις τιμεʆς της παραμεʆτρου επιβραʆ δυνσης καʆ θε χρονικηʆ
στιγμηʆ :
q(t) =  a(t)a(t)
_a2(t)
: (2.6.8)
Θεʆτοντας τωʆ ρα στην εξιʆσωση επιταʆ χυνσης (2.4.2) t = t0, προκυʆ πτει:
a0 =  4G
3c2
("0 + 3p0))
"0 + 3p0 =   3c
2
4G
a0 =
3c2
4G
q0H
2
0 : (2.6.9)
οʆπως θα αναλυθειʆ στην παραʆ γραφο 2.7.1, ειʆναι δυνατοʆ ν να θεωρηθειʆ λογικηʆ η
παραδοχηʆ οʆ τι η πιʆεση, υποʆ την επικραʆ τεια μη σχετικιστικηʆ ς υʆ λης, ειʆναι αμελητεʆα
σε σχεʆση με την πυκνοʆ τητα ενεʆργειας, ηʆ τοι:
"0 =
3c2
4G
q0H
2
0 : (2.6.10)
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Έτσι διαιρωʆ ντας καταʆ μεʆλη τις (2.6.10) και (2.6.3) αποδεικνυʆ εται ο ορισμοʆ ς που
δοʆ θηκε προʆχειρα στην παραʆ γραφο (1.6) για την παραʆ μετρο q0:
q0 =
"0
2"c
: (2.6.11)
Συνεπωʆ ς οριʆζοντας την αδιαʆ στατη παραʆ μετρο, 
0 = "0/"c, επιπλεʆον θα ισχυʆ ει:

0 = 2q0: (2.6.12)
2.7 ΕπίλυσηεξισώσεωνFriedmannχωρίςκοσμολο-
γική σταθερά Λ=0
2.7.1 Ακριβής λύση για άδειο σύμπαν
Μια πρωʆ τη κιʆνηση προκειμεʆνου να λαʆ βει κανειʆς αναλυτικεʆς λυʆ σεις αποʆ τις εξισωʆ -
σεις, ειʆναι μελετηθειʆ εʆνα εντελωʆ ς θεωρητικοʆ συʆ μπαν με μηδενικηʆ πυκνοʆ τητα ενεʆρ-
γειας και αʆ ρα και πιʆεση. Στοσυʆ μπαναυτοʆ δυʆ ναται να θεωρηθειʆ οʆ τι η καμπυλοʆ τητα
ειʆναι διαʆ φορη του μηδενοʆ ς, αλλαʆ θα δειχθειʆ ευʆ κολα οʆ τι σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση
πρεʆπει να ειʆναι αρνητικηʆ . Αποʆ την θεωʆ ρηση αυτηʆ , στοʆχος ειʆναι να ληφθουʆ ν καʆ -
ποιες δυνατεʆς μαθηματικεʆς λυʆ σεις των διαφορικωʆ ν εξισωʆ σεων.
Οι εξισωʆ σεις (2.4.3)-(2.4.5) για " = 0, λαμβαʆ νουν την ακοʆ λουθη βολικηʆ μορφηʆ :
_a2 = c2/R0
2; (2.7.1)
_a2 = 0; (2.7.2)
_a2 =  c2/R02: (2.7.3)
• Η (2.7.2) διʆνει τετριμμεʆνη λυʆ σηγια τονπαραʆ γοντακλιʆμακας τηνa(t) = const;
k = 0. Εφοʆσον, a(t0) = 1, τοʆ τε, a(t) = 1, και αʆ ρα, a(0) 6= 0, και στο δεδομεʆνο
συʆ μπαν δεν συνεʆβη Big Bang. Προʆ κειται για εʆνα αιωʆ νιο στατικοʆ συʆ μπαν με
μηδενικηʆ καμπυλοʆ τητα, στο οποιʆο ισχυʆ ει η μετρικηʆ Minkowski δεδομεʆνου
οʆ τι ειʆναι ευκλειʆδειος χωʆ ρος. Επιʆσης τοʆ τε η Γ.Θ.Σ εκφυλιʆζεται σε ειδικηʆ θεω-
ριʆα σχετικοʆ τητας.
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• Η (2.7.3) δεν διʆνει λυʆ ση καθοʆ τι ο a(t) προκυʆ πτει φανταστικοʆ ς.
• Ενδιαφεʆρον παρουσιαʆ ζει η (2.7.1) η οποιʆα διʆνει εφικτηʆ λυʆ ση. Με αʆ μεση ολο-
κληʆ ρωση της εξιʆσωσης προκυʆ πτει ευʆ κολα η λυʆ ση:
a(t) =  c
R0
t; (2.7.4)
το οποιʆο ειʆναι εʆνα συʆ μπαν που ειʆτε διαστεʆλλεται ειʆτε συστεʆλλεται.
Αποʆ την (2.7.1) εʆχουμε οʆ τι, H0 = cR0 και συνεπωʆ ς η ηλικιʆα του συʆ μπαντος ειʆναιακριβωʆ ς ο χροʆ νος Hubble. Το συʆ μπαν με παραʆ γοντα κλιʆμακας που διʆνεται αποʆ την
(2.7.4) ονομαʆ ζεται σύμπανMilne και στο κεφαʆ λαιο 5 θα μελετηθειʆ σαν ενδεχοʆ μενη
ασυμπτωτικηʆ καταʆ σταση.
Άδεια συʆ μπαντα, φαιʆνονται να χριʆζουν «αʆ δειου» ενδιαφεʆροντος, αφουʆ οʆ πως πολυʆ
ευʆ στοχα αναφεʆρει η Barbara Raydenn, εʆνα συʆ μπαν διʆχως υʆ λη δεν περιεʆχει και νο-
ηʆ μονα οʆ ντα για να παρατηρουʆ ν τις ιδιοʆ τητες του.[22]
Παροʆ λα αυταʆ στην περιʆπτωσηπου η πυκνοʆ τητα ενεʆργειας ειʆναι αμελητεʆα συγκρι-
τικαʆ με την κριʆσιμη πυκνοʆ τητα, τοʆ τε η λυʆ ση (2.7.4) αποτελειʆ μια ενδιαφεʆρουσα
προσεʆγγιση.
2.7.2 Ακριβής επίλυση για μηδενική πίεση
Όπως αναφεʆρθηκε, στοʆχος ειʆναι να επιτευχθειʆ η επιʆλυση των εξισωʆ σεων, προκει-
μεʆνου να προκυʆψει καταʆ βαʆ ση η συναʆ ρτηση του παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας
a(t) και μια οʆ σον το δυνατοʆ ν πιο αντικειμενικηʆ εικοʆ να του συʆ μπαντος. Βασικοʆ πα-
ραʆ γωγο αυτουʆ , θα ειʆναι ο προσδιορισμοʆ ς της ηλικιʆας του συʆ μπαντος σε καʆ θε πε-
ριʆπτωση. Η ηλικιʆα του συʆ μπαντος, συʆ μφωνα με τις παρουʆ σες επιστημονικεʆς με-
τρηʆ σεις, εʆχει εκτιμηθειʆ πολλαʆ κις με διαφορετικεʆς μεθοʆ δους οι οποιʆες οʆ λες συγκλιʆ-
νουν στον αριθμοʆ 13; 8 δισεκατομμυʆ ρια χροʆ νια, με εʆνα ευʆ ρος σφαʆ λματος αναʆ λογα
με την μεʆθοδο της μεʆτρησης. Η ακριβεʆστερη πιο προʆσφατη μεʆτρηση πραγματο-
ποιηʆ θηκε βασιζοʆ μενη στο μοντεʆλο ΛCDM (Lambda-CDM) το οποιʆο θεωρειʆται και
το πιο ακριβεʆς αποʆ τα μοντεʆλα τυʆ που Friedmann και θα παρουσιαστειʆ στην συνεʆ-
χεια (κεφαʆ λαιο 4). Η ακριβηʆ ς τιμηʆ που διʆνει το μοντεʆλο αυτοʆ ειʆναι 13:798 0:037
δισεκατομμυʆ ρια χροʆ νια και συμφωνειʆ εξαιρετικαʆ και με τους περιορισμουʆ ς που
θεʆτει η κοσμικηʆ ακτινοβολιʆα υποβαʆ θρου.
Αρχικαʆ αναζητουʆ νται αναλυτικεʆς λυʆ σεις. Μια αʆ μεση αναλυτικηʆ επιʆλυση μπορειʆ να
επιτευχθειʆ, αν μεʆσω της καταστατικηʆ ς αλγεβρικηʆ ς εξιʆσωσης απαλειφθειʆ καταʆ λ-
ληλα η συναʆ ρτηση p της πιʆεσης αποʆ τις εξισωʆ σεις. Όπως προαναφεʆρθηκε στην
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παραʆ γραφο (2.3) αναʆ λογα με την καταʆ σταση του αεριʆου, δηλαδηʆ με τα συστα-
τικαʆ (συνιστωʆ σες) του συʆ μπαντος, η πιʆεση λαμβαʆ νει διαφορετικεʆς μορφεʆς. Όμως,
οʆ πως θα δειχθειʆ και στα κεφαʆ λαια 3 και 4 στο συʆ μπαν δεν υπαʆ ρχει μοναδικοʆ συ-
στατικοʆ , αλλαʆ για την ακριʆβεια συνυπαʆ ρχουν σε συγκεκριμεʆνη αναλογιʆα η σκο-
τεινηʆ ενεʆργεια, η μη σχετικιστικηʆ υʆ λη, η ακτινοβολιʆα και η ψυχρηʆ σκοτεινηʆ υʆ λη,
τουλαʆ χιστον στα βασικαʆ μοντεʆλα. Υπαʆ ρχουν και μοντεʆλα με ακοʆ μα περισσοʆ τε-
ρες συνιστωʆ σες, οι οποιʆες οʆ μως δεν εʆχουν επιβεβαιωθειʆ ως προς την υʆ παρξη τους
ακοʆ μα.
Στα απλουʆ στερα μοντεʆλα, που δεν λαμβαʆ νεται υποʆψιν η υʆ παρξη της σκοτεινηʆ ς
ενεʆργειας, θεωρειʆται οʆ τι στο συʆ μπαν στην παρουʆ σα φαʆ ση επικρατειʆ η υʆ παρξη της
μη σχετικιστικηʆ ς υʆ λης σε σχεʆση με την σχετικιστικηʆ . Στο πρωʆ ιμο συʆ μπαν δε, αυτοʆ
που επικρατουʆ σε ηʆ ταν η ακτινοβολιʆα οποʆ τε και τοʆ τε η μη σχετικιστικηʆ υʆ λη θα
μπορουʆ σε καταʆ προσεʆγγιση να θεωρηθειʆ αμελητεʆα στα μοντεʆλα. Ειʆναι σαφεʆς, οʆ τι
αναʆ λογα με το συστατικοʆ που επικρατειʆ στο συʆ μπαν θα αλλαʆ ζει και η πιʆεση σε
αυτοʆ και προφανωʆ ς και η πυκνοʆ τητα ενεʆργειας, αʆ ρα και ο παραʆ γοντας κοσμικηʆ ς
κλιʆμακας.
Ειʆναι ευʆ λογο σαν εʆνα πρωʆ το βηʆ μα να θεωρηθειʆ εʆνα συʆ μπαν το οποιʆο περιειʆχε ανεʆ-
καθεν μοʆ νο μη σχετικιστικηʆ υʆ λη. Αν και εκ πρωʆ της οʆψεως αυτηʆ η προσεʆγγιση μπο-
ρειʆ να μη μοιαʆ ζει και τοʆ σο ρεαλιστικηʆ , εʆχει πολλαʆ πλεονεκτηʆ ματα. Καταρχαʆ ς οʆ πως
θα δειχθειʆ και στη συνεʆχεια της εργασιʆας, δεδομεʆνου οʆ τι η ακτινοβολιʆα στο συʆ -
μπαν ειʆναι της ταʆ ξης του 10 5 καταʆ την παρουʆ σα εποχηʆ , η αποʆ κλιση ενοʆ ς μοντεʆλου
που την αγνοειʆ σε σχεʆση με εʆνα αʆ λλο που τη λαμβαʆ νει υποʆψιν ειʆναι φανεραʆ μικρηʆ .
Επιπλεʆον, ειʆναι γνωστοʆ οʆ τι η μη σχετικιστικηʆ υʆ λη κυριαρχουʆ σε στο μεγαλυʆ τερο
μεʆρος της ιστοριʆας του Συʆ μπαντος μεʆχρι σηʆ μερα, συνεπωʆ ς η λυʆ ση θα αποτελειʆ μια
ικανοποιητικηʆ προσεʆγγιση για την δεδομεʆνη περιʆοδο. Τεʆλος, μεʆσω της συγκεκρι-
μεʆνης προσεʆγγισης, το συʆ στημα επιδεʆχεται αʆ μεση ολοκληʆ ρωση αναλυτικαʆ .
Σε εʆνα τεʆτοιο προʆ τυπο οποʆ τε, η πιʆεση θα μπορουʆ σε να αγνοηθειʆ ως αμελητεʆα,
αφουʆ , λοʆγω της καταστατικηʆ ς εξιʆσωσης (2.4.7), ισχυʆ ει οʆ τι p  0. Συνεπωʆ ς, για εʆνα
συʆ μπαν με μη σχετικιστικηʆ υʆ λη ως μοναδικοʆ συστατικοʆ , η (2.5.2) ολοκληρωʆ νεται
αʆ μεσα και με παρουʆ σες συνθηʆ κες "(t0) = "0 και a(t0) = 1 προκυʆ πτει η πυκνοʆ τητα
ενεʆργειας εκφρασμεʆνη συναρτηʆ σει του παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας μεʆσω της:
" =
"0
a3
: (2.7.5)
Η ενημεʆρωση των εξισωʆ σεων Friedmann με την παραπαʆ νω σχεʆση διʆνει:
_a2 =  kc
2
R20
+
8G
3c2a
"0: (2.7.6)
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Αποʆ τις (2.6.10) και (2.4.2) για t = t0 , ειʆναι φανεροʆ οʆ τι:
c2k
R20
= (2q0   1)H20 ; (2.7.7)
ηʆ
c2k
R20
= (
0   1)H20 ; (2.7.8)
και μεʆσω της σχεʆσης αυτηʆ ς απαλειʆφεται ο οʆ ρος,  kc2/R20, αποʆ την (2.7.6), παιʆρ-
νοντας
_a2 = (1  
0)H20 +
8G
3c2a
"0; (2.7.9)
αλλαʆ λοʆγω της (2.6.10):
_a2 = (1  
0)H20 + 
0H20a 1 )
_a = H0(1  
0 + 
0a 1)1/2: (2.7.10)
H (2.7.10) ειʆναι μια πρωʆ της ταʆ ξης συνηʆ θης διαφορικηʆ εξιʆσωση χωριζομεʆνων με-
ταβλητωʆ ν και αʆ ρα o χροʆ νος t διʆνεται υποʆ ολοκληρωτικηʆ μορφηʆ ως:
(1  
0 + 
0a 1) 1/2da = H0dt)
t = H 10
 a
0
(1  
0 + 
0a 1) 1/2da: (2.7.11)
Η εξιʆσωση (2.7.11) ισχυʆ ει για καʆ θε k 2 f 1; 0; 1g και παρεʆχει την τιμηʆ t0, που ειʆναι
η ηλικιʆα ενοʆ ς συʆ μπαντος που περιεʆχει σαν μοναδικοʆ συστατικοʆ , μη σχετικιστικηʆ
υʆ λη σε καʆ θε μια αποʆ τις τρεις περιπτωʆ σεις καμπυλοʆ τητας. Για να γιʆνει ο υπολογι-
σμοʆ ς αυτοʆ ς, αρκειʆ να υπολογιστειʆ το ορισμεʆνο ολοκληʆ ρωμα της (2.7.11) αποʆ a = 0
εʆως a = a0 = 1 δεδομεʆνου οʆ τι οι τιμεʆς τωνσταθερωʆ ν παραμεʆτρωνH 10 και
0 ειʆναι
γνωστεʆς αποʆ την παρατηʆ ρηση. Διακριʆνονται εδωʆ λοιποʆ ν τρεις περιπτωʆ σεις για το
συʆ μπαν (κλειστοʆ , οριακαʆ ανοιχτοʆ και ανοιχτοʆ συʆ μπαν)
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Κλειστό σύμπαν (k = +1 , "0 > "c , 
0 > 1) Στην περιʆπτωση αυτηʆ συμφεʆ-
ρει να γιʆνει ο μετασχηματισμοʆ ς
1  cosu = 2 (
0   1)

0
a) a(u) = 
0
2 (
0   1)(1  cosu): (2.7.12)
Τοʆ τε, da = 
02(
0 1)(sinu)du, και οʆ ταν, a ! 0, τοʆ τε u ! 0, ενωʆ οʆ ταν, a ! 1, τοʆ τε
u! arccos(2
 10   1), αʆ ρα:
t =
1
2

0(
0   1) 1H 10
 u
0

1  
0 + 2
0   2
1  cosu

 1/2sinudu)
t =
1
2

0(
0   1) 3/2H 10
 u
0

1 + cosu
1  cosu
 1/2
sinudu)
t =
1
2

0(
0   1) 3/2H 10
 u
0
(1  cos2u)1/2
1 + cosu
sinudu)
t =
1
2

0(
0   1) 3/2H 10
 u
0
(sin2u)
1/2
1 + cosu
sinudu)
t =
1
2

0(
0   1) 3/2H 10
 u
0
sin2u
1 + cosu
du)
t =
1
2

0(
0   1) 3/2H 10
 u
0
(1  cosu)du)
t =
1
2

0(
0   1) 3/2H 10 (u  sinu); (2.7.13)
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0 Ηλικιʆα Συʆ μπαντος (Gyr) Μεʆγιστο Διαστοληʆ ς(Gyr) Συʆ νθλιψη (Gyr)
1.1 9.44 788.45 1576.9
1.2 9.26 304.14 608.28
1.5 8.82 96.17 193.22
2.0 8.24 45.33 90.66
Πιʆνακας 2.1: Χροʆ νοι συʆ νθλιψης, μεʆγιστης διαστοληʆ ς και ηλικιʆες συʆ μπαντος για τις διαʆ φορες τιμεʆς του
0σε κλει-
στοʆ συʆ μπαν.
και αʆ ρα για την ηλικιʆα του συʆ μπαντος αρκειʆ να τεθειʆ, u = arccos(2
 10   1), και
χρησιμοποιωʆ ντας την τριγωνομετρικηʆ ταυτοʆ τητα, sin (arccos) =
p
1  2, τε-
λικαʆ :
t0 =

1
2

0(
0   1) 3/2

arccos(2
 10   1)  2
 10 (
0   1)1/2

H 10 : (2.7.14)
Δηλαδηʆ προκυʆ πτει η ηλικιʆα ενοʆ ς συʆ μπαντος με θετικηʆ καμπυλοʆ τητα που περιεʆχει
μοʆ νο μη σχετικιστικηʆ υʆ λη, συναρτηʆ σει τωνπαραμεʆτρωνH 10 και
0, οι οποιʆες ειʆναι
προσδιοριʆσιμες.
Η (2.7.14) ουσιαστικαʆ υποδηλωʆ νει οʆ τι το συʆ μπαν εʆχει την ηλικιʆα που θα ειʆχε αν
η διαστοληʆ ηʆ ταν ομοιοʆ μορφη καθ’οʆ λη τη διαʆ ρκεια της εξεʆλιξηʆ ς του, επιʆ εʆναν συ-
ντελεστηʆ - συναʆ ρτηση της παραμεʆτρου επιβραʆ δυνσης, μικροʆ τερο της μοναʆ δας, ο
οποιʆος επιδραʆ μειωτικαʆ στον χροʆ νο Hubble και αʆ ρα μειωʆ νει την ηλικιʆα. Καʆ τι τεʆ-
τοιο ειʆναι λογικοʆ αφουʆ δεδομεʆνου οʆ τι η συναʆ ρτηση a(t) στρεʆφει τα κοιʆλα προς
τα καʆ τω, η διαστοληʆ στο παρελθοʆ ν ηʆ ταν ταχυʆ τερη αφουʆ αναʆ λογα με την τιμηʆ της
παραμεʆτρου
0 , η συναʆ ρτηση
(
0)  1
2

0(
0   1) 3/2

arccos(2
 10   1)  2
 10 (
0   1)1/2

;
φαιʆνεται να μειωʆ νει την ηλικιʆα του συʆ μπαντος.
Προκυʆ πτει ευʆ κολα αποʆ την (2.7.12) οʆ τι η συναʆ ρτηση a(u) λαμβαʆ νει μεʆγιστη τιμηʆ
οʆ ταν, u =  και μηδενιʆζεται οʆ ταν, u = 0 και u = 2 .
Αποʆ αυτοʆ συναʆ γεται οʆ τι εφοʆσον μιλαʆ με για εʆνα κλειστοʆ συʆ μπαν, ο παραʆ γοντας κο-
σμικηʆ ς κλιʆμακας μεγιστοποιειʆται σε χροʆ νο, tmax = 2
0(
0  1) 3/2H 10 , οʆ που τοʆ τε
ληʆ γει και η διαστοληʆ του συʆ μπαντος και ξεκιναʆ η περιʆοδος συστοληʆ ς. Η συστοληʆ
θα ληʆ ξει σε singularity (Μεγαʆ λη Συʆ νθλιψη) οʆ ταν, t =  = 
0(
0 1) 3/2H 10 . Ειʆναι
ξεκαʆ θαρο αποʆ τα παραπαʆ νω οʆ τι η συναʆ ρτηση του παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας
ειʆναι φραγμεʆνη και μαʆ λιστα
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Σχηʆ μα 2.7.1: Γραφικηʆ παραʆ σταση a(t) για κλειστοʆ συʆ μπαν, για διαʆφορες τιμεʆς της παραμεʆτρου 
0 (2, 1.5, 1.2,
1.1) καιH 10 = 14:43Gyr . Παρατηρουʆ με οʆ τι οʆ σο μεγαλυʆ τερη η τιμηʆ της παραμεʆτρου, τοʆ σο πιο συʆ ντομη η καταʆ ρρευση
του συʆ μπαντος.
sup fa(t)g = max fa(t)g = a(t = tmax = 
2

0(
0   1) 3/2H 10 ) =

0

0   1 :
Οριακά ανοικτό σύμπαν (k = 0, "0 = "c , 
0 = 1) Θεʆτοντας στην (2.7.11),

0 = 1, ευʆ κολα προκυʆ πτει οʆ τι:
t = H 10
 a
0
p
ada =
2
3
H 10 a
3/2; (2.7.15)
και αʆ ρα η λυʆ ση για την συναʆ ρτηση a(t) θα ειʆναι:
a(t) =

3
2
H0t
2/3
: (2.7.16)
Η συναʆ ρτηση αυτηʆ ειʆναι μη φραγμεʆνη, γεγονοʆ ς που επισφραγιʆζει την αιωʆ νια δια-
στοληʆ .
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Σχηʆ μα 2.7.2: Γραφικηʆ παραʆ σταση συντελεστηʆ κοσμικηʆ ς κλιʆμακας οριακαʆ ανοικτουʆ συʆ μπαντος 
0 = 1
Θεʆτοντας, t = t0, αμεʆσως προκυʆ πτει η ηλικιʆα ενοʆ ς μηδενικηʆ ς καμπυλοʆ τητας συʆ -
μπαντος (flat universe) που περιειʆχε ανεʆκαθεν μη σχετικιστικηʆ υʆ λη :
t0 =
2
3
H 10 : (2.7.17)
Εδωʆ ο συντελεστηʆ ς - συναʆ ρτηση του 
0 ειʆναι σταθερηʆ και ιʆση με 2/3. Αυτοʆ οφειʆ-
λεται προφανωʆ ς στην μηδενικηʆ καμπυλοʆ τητα του συγκεκριμεʆνου συʆ μπαντος.
Με Η 10 = 14:43Gyr, το συγκεκριμεʆνο συʆ μπαν, δημιουργηʆ θηκε πριν αποʆ περιʆπου
9:62Gyr. Το μοντεʆλο αυτοʆ ειʆναι γνωστοʆ στην βιβλιογραφιʆα ως συʆ μπαν Einstein -
de Sitter (EdS) και θα παρουσιαστειʆ στο κεφαʆ λαιο 5 ως οριακηʆ καταʆ σταση.
Ανοικτό σύμπαν (k =  1 , "0 < "c , 
0 < 1) Δεδομεʆνου οʆ τι στο ανοι-
χτοʆ συʆ μπαν θα ειʆναι 
0 < 1 και αʆ ρα στην (2.7.13) ο οʆ ρος (
0   1) 3/2 = i(1  

0)
 3/2 ειʆναι φανταστικοʆ ς, ειʆναι μαθηματικωʆ ς απαραιʆτητο να τεθειʆ, u = i ,  2 R
προκειμεʆνου να απλοποιηθειʆ η αναʆ λυση. Τοʆ τε:
t = i
1
2

0(1  
0) 3/2H 10 (i  sin (i)))
t = i2
1
2

0(1  
0) 3/2H 10 +
1
2

0(1  
0) 3/2H 10 ( isin (i)))
t =  1
2

0(1  
0) 3/2H 10 +
1
2

0(1  
0) 3/2H 10 sinh)
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t =
1
2

0(1  
0) 3/2H 10 (sinh  ); (2.7.18)
με 
0 < 1.
και αποʆ την (2.7.12):
1  cos (i) = 2 (
0   1)

0
a)
cosh  1 = 2 (1  
0)

0
a) a =


0
2  2
0

[cosh  1] : (2.7.19)
Έτσι και σε αυτηʆ ν περιʆπτωση η συναʆ ρτηση a(t) ειʆναι μη φραγμεʆνη και θα αυξαʆ -
νει μονοτονικαʆ επ’ αʆ πειρον. Ειʆναι δυνατοʆ ν χρησιμοποιωʆ ντας μια δευʆ τερης ταʆ ξης
προσεʆγγιση Taylor για την, sinh  33! , να εκφραστειʆ η a(t) προσεγγιστικαʆ χω-
ριʆς την χρηʆ ση της παραμεʆτρου και να δειχθειʆ οʆ τι η συναʆ ρτηση οʆ ντως στρεʆφει τα
κοιʆλα προς τα καʆ τω.
Όταν, t 1 και αʆ ρα,  1, ισχυʆ ουν ικανοποιητικαʆ οι προσεγγιʆσεις: cosh  1 
sinh     cosh  sinh  12exp και τοʆ τε η σχεʆση, t = t(), ειʆναι δυνατοʆ ν
να λαʆ βει την προσεγγιστικηʆ μορφηʆ :
t =
1
4
H 10 
0(1  
0) 3/2exp; (2.7.20)
Με  1
Έτσι, καθωʆ ς t!1 ισχυʆ ει:
a(t)! 1
2

0(1  
0) 1exp! 1
2

0(1  
0) 1H0
 10 (1  
0)3/2t =
1
2
H0
p
1  
0t:
(2.7.21)
Η τιμηʆ της παραμεʆτρου,  = 0 (σηʆ μερα), υπολογιʆζεται αποʆ την σχεʆση (2.7.19)
θεʆτοντας, a0 = 1 και αʆ ρα θα ειʆναι
0 = cosh
 1 2
 10   1	 : (2.7.22)
Οποʆ τε, για την ηλικιʆα του συʆ μπαντος t0, υʆ στερα αποʆ πραʆ ξεις:
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0 t0
0.01 14.14
0.05 13.49
0.1 12.96
0.5 10.87
0.8 10.04
0.9 9.82
Πιʆνακας 2.2: Ηλικιʆα ανοικτουʆ συʆ μπαντος για διαʆφορες τιμεʆς του
0 και χροʆ νο HubbleH 10 = 14:43Gyr
Σχηʆ μα 2.7.3: Η γραφικηʆ παραʆ σταση του συντελεστηʆ κοσμικηʆ ς κλιʆμακας σε ανοικτοʆ συʆ μπαν για διαʆφορες τιμεʆς
της παραμεʆτρου
0 < 1 (0.05, 0.1, 0.5, 0.7, 0.999).
t0 = H
 1
0

(1 
0) 1   1
2

0(1 
0) 3/2cosh 1

2
 10   1
	
: (2.7.23)
Στον πιʆνακα 2.2 φαιʆνεται πωʆ ς μεταβαʆ λλεται η ηλικιʆα του συʆ μπαντος αναʆ λογα με
την παραʆ μετρο 
0 και συνεπωʆ ς την πυκνοʆ τητα της υʆ λης. Όσο μεγαλυʆ τερη η πα-
ραʆ μετρος, τοʆ σο πιο κονταʆ στην κριʆσιμη πυκνοʆ τητα ειʆναι η σημερινηʆ τιμηʆ της πυ-
κνοʆ τητα ενεʆργειας και αʆ ρα τοʆ σο πιο μικρηʆ θα ειʆναι η ηλικιʆα.
Επιʆσης για μικρεʆς τιμεʆς της παραμεʆτρου
0 προκυʆ πτει οʆ τι η ταχυʆ τητα της διαστο-
ληʆ ς στο παρελθοʆ ν δεν ηʆ ταν καταʆ πολυʆ μεγαλυʆ τερη αποʆ αυτηʆ ν που παρατηρειʆται
σηʆ μερα και αʆ ρα η ηλικιʆα του συʆ μπαντος δεν διαφεʆρει σημαντικαʆ αποʆ τον χροʆ νο
Hubble (αρκεταʆ ομοιοʆ μορφη διαστοληʆ ). Αυτοʆ εξηγειʆ και το γεγονοʆ ς, οʆ τι σε εʆνα
συʆ μπαν μηδενικηʆ ς καμπυλοʆ τητας (
0 = 1) ο ρυθμοʆ ς διαστοληʆ ς ειʆναι μικροʆ τερος.
Σε καʆ θε περιʆπτωση συμπεραιʆνουμε, οʆ τι όσο μεγαλύτερη είναι η πυκνότητα ενέρ-
γειας σε ένα σύμπαν που περιέχει μόνο μη σχετικιστική ύλη, τόσο μικρότερη θα είναι
και η ηλικία του σύμπαντος αυτού.
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2.7.3 Λύση για ραδιενεργά σύμπαντα
Όταν το κοσμικοʆ ρευστοʆ κυβερναʆ ται αποʆ ακτινοβολιʆα, καʆ τι το οποιʆο συνεʆβαινε
στο πρωʆ ιμο συʆ μπαν , οʆ πως προαναφεʆρθηκε, η καταστατικηʆ εξιʆσωση (2.3.1) γιʆνε-
ται
p =
1
3
": (2.7.24)
Έτσι η (2.2.6) με ολοκληʆ ρωση διʆνει:
"
"0
=
1
a4
: (2.7.25)
Για την σημερινηʆ τιμηʆ της πυκνοʆ τητας ενεʆργειας αποʆ την (2.6.10) και με χρηʆ ση
της παρουʆ σας καταστατικηʆ ς εʆχουμε:
"0 =
3
8G
q0c
2H20 : (2.7.26)
Η εξιʆσωση (2.6.2) λοʆγω της (2.7.26) παραʆ γει το δεδομεʆνο:
 kc
2
R20
= H20(1  q0); (2.7.27)
και εʆτσι οι εξισωʆ σεις Friedmann γιʆνονται:
_a2 = H20(1  q0) + q0H20a 2 ) t = H 10
 a
0
(1  q0 + q0a 2) 1/2da (2.7.28)
Υπολογιʆζοντας το ολοκληʆ ρωμα καταʆ τα γνωσταʆ στην σχεʆση (2.7.28) λαμβαʆ νονται
αναλυτικεʆς λυʆ σεις για ανοικτοʆ , κλειστοʆ και οριακαʆ ανοικτοʆ συʆ μπαν με ακτινοβο-
λιʆα. Καʆ τι τεʆτοιο δεν θα ηʆ ταν αρκεταʆ χρηʆ σιμο αφουʆ το κυʆ ριο συστατικοʆ του συʆ -
μπαντος σηʆ μεραπροφανωʆ ς και δεν ειʆναι η ακτινοβολιʆα. Παροʆ λα αυταʆ , οʆ πως ειπωʆ -
θηκε, για χρονικεʆς στιγμεʆς 0 < t 1 (δηλαδηʆ κονταʆ στην δημιουργιʆα του συʆ μπα-
ντος), το μοντεʆλο αυτοʆ παρουσιαʆ ζει ενδιαφεʆρον και αʆ ρα ειʆναι χρηʆ σιμη η μελεʆτη
της συμπεριφοραʆ ς της λυʆ σεως κονταʆ στο t = 0.
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Συμπεριφορά λύσεως για t0
Για εξαιρετικαʆ μικρουʆ ς χροʆ νους, ηʆ τοι t  0 η καμπυλοʆ τητα του συʆ μπαντος ειʆναι
δυνατοʆ ν να θεωρηθειʆ μηδενικηʆ . Αν το συʆ μπαν σε μια πολυʆ μικρηʆ περιοχηʆ της γεʆν-
νησηʆ ς του περιειʆχε μη σχετικιστικηʆ υʆ λη, τοʆ τε θα προεʆκυπτε οʆ τι η πυκνοʆ τητα " θα
ηʆ ταν ιʆση με "0a 3 και αʆ ρα το γινοʆ μενο "a2 ιʆσο με "0a 1 . Θεʆτοντας προς χαʆ ριν λιτοʆ -
τητας   4G / 3c2 οι εξισωʆ σεις Friedmann λαμβαʆ νουν την μορφηʆ που ισχυʆ ει για
οποιουδηʆποτε σχηʆ ματος συʆ μπαν:
_a2 = 2"0a
 1: (2.7.29)
Ολοκληρωʆ νοντας την (2.7.29), ευʆ κολα λαμβαʆ νεται η λυʆ ση κονταʆ στην γεʆννηση
ενοʆ ς συʆ μπαντος με μη σχετικιστικηʆ υʆ λη
a(t) =

3
2
2/3
(2"0)
1/2 t
2/3: (2.7.30)
Έτσι συμπεραιʆνεται οʆ τι στο πρωʆ ιμο σταʆ διο ενοʆ ς τεʆτοιου συʆ μπαντος, ισχυʆ ει:
a / t2/3; (2.7.31)
ανεξαʆ ρτητα αποʆ το ειʆδος καμπυλοʆ τητας που θα αναπτυʆ ξει στην συνεʆχεια.
Στην πραγματικοʆ τητα, ηφυσικηʆ υποδεικνυʆ ει, οʆ τι το συʆ μπαν σε πρωʆ ιμα σταʆ δια πε-
ριειʆχε αποκλειστικαʆ σχετικιστικηʆ υʆ λη (ακτινοβολιʆα). Τοʆ τε η πυκνοʆ τητα " θα ηʆ ταν
ιʆση με "0a 4 και αʆ ρα το γινοʆ μενο "a2 ιʆσο με "0a 2 . Άρα στην περιʆπτωση αυτηʆ θα
ισχυʆ ει οʆ τι
_a2 = 2"0a
 2 ) a(t) = (8"0)1/4 t1/2: (2.7.32)
Άρα
a / t1/2: (2.7.33)
Συνεπωʆ ς, σε εʆνα συʆ μπαν με ακτινοβολιʆα κονταʆ στην γεʆννηση, ο παραʆ γοντας κο-
σμικηʆ ς κλιʆμακας εξελιʆσσεται με τον ιʆδιο τροʆπο που εξελιʆσσεται και ο οʆ ρος t1/2.Καʆ τι
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τεʆτοιο δεν ισχυʆ ει σταπληθωριστικαʆ μοντεʆλα, τα οποιʆα δεν αποτελουʆ ν αντικειʆμενο
μελεʆτης της παρουʆ σας εργασιʆας.
2.7.4 Συναρμοσμένηλύσηακτινοβολίαςκαιμηδενικήςπίεσης
Στην παραʆ γραφο αυτηʆ , αναζητειʆται λυʆ ση για τις συναρτηʆ σεις πυκνοʆ τητας και πα-
ραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας, για εʆνα συʆ μπαν που στο πρωʆ ιμο σταʆ διο του περιειʆχε
ακτινοβολιʆα, σταδιακαʆ αʆ ρχισε να αυξαʆ νει η ποσοʆ τητα μη σχετικιστικηʆ ς υʆ λης, σε
εʆνα πεπερασμεʆνο χρονικοʆ διαʆ στημα τα ποσοσταʆ ακτινοβολιʆας και υʆ λης εξισωʆ θη-
καν και σηʆ μερα κυβερναʆ η μη σχετικιστικηʆ υʆ λη. Γενικευμεʆνα μοντεʆλα τεʆτοιου τυʆ -
που μελεʆτησαν οι Chernin(1965,1968), McIntosh (1968) καθωʆ ς και οι Landsberg
& Park (1975).
Η διαδικασιʆα αναʆ λυσης ξεκιναʆ ει υποθεʆτοντας αυθαιʆρετα, οʆ τι η συναʆ ρτηση της πυ-
κνοʆ τητας ενεʆργειας εʆχει την εξηʆ ς μορφηʆ :
" = Aa 4(a2 + b)1/2; (2.7.34)
οʆπουA και b πραγματικεʆς θετικεʆς σταθερεʆς.
Παροʆ λα αυταʆ , μια επιλογηʆ τεʆτοιου τυʆ που συναʆ ρτησης δεν ειʆναι και τοʆ σο αυθαιʆ-
ρετη αφουʆ :
• Όταν a  1, τοʆ τε, a2 + b  b και αʆ ρα, " _ a 4, που ειʆναι η περιʆπτωση
ραδιενεργουʆ συʆ μπαντος.
• Όταν a  1, τοʆ τε, a2 + b  a2 και αʆ ρα, " _ a 3, που ειʆναι η περιʆπτωση
μηδενικηʆ ς πιʆεσης.
Επιʆσης οʆ ταν, b! 0, τοʆ τε αποʆ (2.7.34),A! "0.
Οι εξισωʆ σεις Friedmann αποδεικνυʆ εται οʆ τι δυʆ ναται να γραφτουʆ ν στην μορφηʆ :
_a2 =  kc2 + 2"a2: (2.7.35)
Αντικαθιστωʆ ντας την συναʆ ρτηση της υποʆ θεσης (2.7.34) στην (2.7.35) προκυʆ πτει:
_a2 =  kc2 + 2Aa 2(a2 + b)1/2 ) _a =
q
 kc2 + 2Aa 2(a2 + b)1/2: (2.7.36)
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Και αυτηʆ η εξιʆσωση ειʆναι χωριζομεʆνων μεταβλητωʆ ν οποʆ τε:
dap
 kc2 + 2Aa 2(a2 + b)1/2 = dt)
t =
 a
0
dap
 kc2 + 2Aa 2(a2 + b)1/2 )
t =
 a
0
adap
 kc2a2 + 2A(a2 + b)1/2 : (2.7.37)
Θεʆτοντας τωʆ ρα, x =
 
a2 + b
1/2, αντικαθιʆσταται, kc2a2 = kc2b  kc2x2 και ada =
xdx.
Επιʆσης οʆ ταν, a! 0, τοʆ τε, x! b1/2, οποʆ τε η (2.7.37) γιʆνεται:
t =
 (a2+b)1/2
b1/2
xdxp
kc2b  kc2x2 + 2Ax; (2.7.38)
και το προʆ βλημα αναʆ γεται σε υπολογισμοʆ ολοκληρωʆ ματος.
Διακριʆνονται και σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση οι παρακαʆ τω υποπεριπτωʆ σεις, αναʆ -
λογα με την τιμηʆ της παραμεʆτρου καμπυλοʆ τηταςk :
Θετικήκαμπυλότητα (k = 1) Θεʆτοντας τηνπαραʆ μετρο k ιʆση με τηνμοναʆ δα και
υʆ στερα αποʆ καταʆ λληλους τριγωνομετρικουʆ ς μετασχηματισμουʆ ς, προκειμεʆνου να
υπολογιστειʆ αναλυτικαʆ το ολοκληʆ ρωμα της (2.7.38), λαμβαʆ νεται η σχεʆση, a = a(t)
σε παραμετρικηʆ μορφηʆ ως:
a(u) =
(
A
c2
+
&
c2
sinu
2
  b
)1/2
; (2.7.39)
& =
r
bc2 +
2A2
c2
; (2.7.40)
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tc3 = A

u  sin 1

b
1/2c2   A2
c&

  c&

cosu  cos

sin 1

b
1/2c2   A2
c&

;
(2.7.41)
με, u(0) = sin 1
n
b
1/2c2 A2
c&
o
, την τιμηʆ της παραμεʆτρου u, τη στιγμηʆ της γεʆννησης
του συʆ μπαντος.
Για την ηλικιʆα του συʆ μπαντος, τιʆθεται στην (2.7.39), a = a0 = 1, και αʆ ρα για τη
σημερινηʆ τιμηʆ της παραμεʆτρου u :
u0 = sin
 1

c4b
1/2   &A
&c2

: (2.7.42)
Συνεπωʆ ς
t0=c
 3A

sin 1

c4b
1/2 &A
&c2

 sin 1

b
1/2c2 A2
c&

 c 2&

cos

sin 1

c4b
1/2 &A
&c2

 cos

sin 1

b
1/2c2 A2
c&

:
(2.7.43)
Οι σταθερεʆς A και b υπολογιʆζονται αποʆ μετρηʆ σεις διαστημικωʆ ν αποστολωʆ ν των
παραμεʆτρων Hubble και επιβραʆ δυνσης.
Στην περιʆπτωση αυτηʆ θα ειʆναι:
a(t = 0) = a

u = sin 1

b
1/2c2   A2
c&

= 0;
και
max fa(u)g = a(u = /2) =
(
A
c2
+
&
c2
2
  b
)1/2
;
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και αʆ ρα στο σημειʆο αυτοʆ σταματαʆ ει η διαστοληʆ του συʆ μπαντος (συγκεκριμεʆνα την
χρονικηʆ στιγμηʆ :)
tmax = A


2
  sin 1

b
1/2c2   A2
c&

+ c&cos

sin 1

b
1/2c2   A2
c&

:
Ο κυʆ κλος ζωηʆ ς αυτουʆ του συʆ μπαντος ληʆ γει σε Μεγαʆ λη Συʆ νθλιψη οʆ ταν t = 2tmax,
δηλαδηʆ τοʆ τε θα ειʆναι:
a(2tmax) = 0:
Μηδενική καμπυλότητα (k = 0) Ο υπολογισμοʆ ς του ολοκληρωʆ ματος (2.7.38)
εδωʆ ειʆναι πιο ευʆ κολος και αʆ μεσος και διʆνει για την συναʆ ρτηση κοσμικηʆ ς κλιʆμακας
την λυʆ ση:
a(t) =
q 
b4/3 + wt
4/3   b; (2.7.44)
οʆπου
w  3
2
(2A)
1/2 :
Αρνητική καμπυλότητα (k =  1) Η αναʆ λυση εδωʆ ειʆναι οʆ μοια με την πρωʆ τη
περιʆπτωση θετικηʆ ς καμπυλοʆ τητας και διʆνει:
a(u) =
(
 A
c2
+
&
c2
coshu
2
  b
)1/2
; (2.7.45)
& =
r
bc2 +
2A2
c2
; (2.7.46)
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tc3 = A

u  cosh 1

b1/2c2 + A2
c&

  c&

sinhu  sinh

cosh 1

b1/2c2 + A2
c&

: (2.7.47)
Λύση Πίεσης
Παραγωγιʆζοντας την (2.7.36) και εκτελωʆ ντας πραʆ ξεις προκυʆ πτει η:
a =  Aa 3(a2 + 2b)(a2 + b) 1/2; (2.7.48)
και με την βοηʆ θεια της (2.4.2):
3p =  (a) 1a  ": (2.7.49)
Έτσι αποʆ την (2.7.48) και αποʆ την αρχικηʆ υποʆ θεση (2.7.34) για την πυκνοʆ τητα
ενεʆργειας η πιʆεση δυʆ ναται να εκφραστειʆ αποʆ την
p =
bA
3
a 4(a2 + b) 1/2; (2.7.50)
οʆπου αναʆ λογα με την περιʆπτωση για την παραμετρικηʆ συναʆ ρτηση του παραʆ γοντα
κοσμικηʆ ς κλιʆμακας εκφραʆ ζεται συναρτηʆ σει της παραμεʆτρου u.
Η καταστατικηʆ εξιʆσωσηδιʆνεται επιʆσης σεπαραμετρικηʆ μορφηʆ αποʆ τις (2.7.34) και
(2.7.50) ενωʆ ο λοʆγος πιʆεσης / πυκνοʆ τητας αποʆ την:
p
"
=
b
3
(a2 + b) 1: (2.7.51)
Ειʆναι φανεροʆ οʆ τι οʆ ταν, a ! 0, τοʆ τε, p/" ! 1/3, ενωʆ οʆ ταν, a  1, τοʆ τε, p/" ! 0,
αποτελεʆσματα που συμφωνουʆ ν με το γεγονοʆ ς οʆ τι κονταʆ στην γεʆννηση του συʆ μπα-
ντος επικρατουʆ σε η σχετικιστικηʆ υʆ λη, ενωʆ οʆ ταν μεγαʆ λωσαν καταʆ πολυʆ οι κλιʆμακες
η μη σχετικιστικηʆ υʆ λη.
Σε καʆ θε περιʆπτωση, για μικρουʆ ς χροʆ νους,θα ειʆναι, a / t1/2 γεγονοʆ ς που συμφωνειʆ
και με την (2.7.32). Στην περιʆπτωση μηδενικηʆ ς καμπυλοʆ τητας για μεγαʆ λους χροʆ -
νους εʆχουμε οʆ τι, a / t. Όταν η καμπυλοʆ τητα ειʆναι θετικηʆ διαπιστωʆ νεται ευʆ κολα,
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οʆ τι οι μεγαʆ λες τιμεʆς για τον χροʆ νο και τον παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας, προκυʆ -
πτουν οʆ ταν οι τιμεʆς της παραμεʆτρου u ειʆναι μεγαʆ λες και τοʆ τε οι οʆ ροι ca αλλαʆ και
c2t συμπεριφεʆρονται οʆπως ο οʆ ρος euκαι αʆ ρα η a(t) απειριʆζεται οʆ πως το ct υποʆ
συνθηʆ κες μηδενικηʆ ς πιʆεσης, οʆ ταν k =  1.
Κεφάλαιο 3
Πρότυπα Friedmann με
κοσμολογική σταθερά
3.1 Η έννοια της κοσμολογικής σταθεράς
Στο προηγουʆ μενο κεφαʆ λαιο, παρουσιαʆ στηκαν μερικαʆ αποʆ τα βασικαʆ προʆ τυπα τυʆ -
που Friedmann, οι ριʆζες των οποιʆων πηγαʆ ζουν αποʆ τις εξισωʆ σεις πεδιʆου της Γ.Θ.Σ
και αποʆ την Κοσμολογικηʆ Αρχηʆ , που εκφραʆ ζεται μεʆσω της μετρικηʆ ς Robertson -
Walker. Τα μοντεʆλα που συζητηʆ θηκαν δεν εμπεριειʆχαν τον οʆ ρο της κοσμολογικηʆ ς
σταθεραʆ ς του Einstein, ο οποιʆος, οʆ πως αναφεʆρθηκε στα κεφαʆ λαια 1 και 2, τον ει-
σηʆ γαγε προκειμεʆνου να λαʆ βει στατικεʆς λυʆ σεις αποʆ τις κοσμολογικεʆς του εξισωʆ -
σεις. Όταν η ιδεʆα του διαστελλοʆ μενου συʆ μπαντος ηʆ ρθε στο προσκηʆ νιο οʆ μως, περιʆ
το 1930, ο ιʆδιος δηʆ λωσε οʆ τι η κοσμολογικηʆ σταθεραʆ ηʆ ταν «το μεγαλυʆ τερο λαʆ θος
της ζωηʆ ς του». Αν δεν την ειʆχε εισαʆ γει και εμπιστευοʆ ταν τα συμπεραʆ σματα που
του υποδειʆκνυε η θεωριʆα, θα ειʆχε διαπιστωʆ σει την δυναμικοʆ τητα του συʆ μπαντος,
που αποʆ μοʆ νη της ηʆ ταν σαφωʆ ς μεγαʆ λη ανακαʆ λυψη, αʆ σχετα με το αν το συʆ μπαν
συστεʆλλεται ηʆ διαστεʆλλεται.
Παροʆ λα αυταʆ , η επιστηʆ μη «διαστεʆλλεται» οʆπως το συʆ μπαν, αλλαʆ και «γυριʆζει»
οʆπως η γη. Το μεγαλυʆ τερο λαʆ θος του Einstein, αυτηʆ η ad hoc συνθηʆ κη, η κοσμο-
λογικηʆ σταθεραʆ , αναβιʆωσε υʆ στερα αποʆ τοʆ σα χροʆ νια σηʆ μερα που οι παρατηρηʆ σεις
υπονοουʆ ν οʆ τι το συʆ μπαν διαστεʆλλεται επιταχυνοʆ μενα και οʆ τι η ορατηʆ υʆ λη δεν ειʆ-
ναι το μοʆ νο υπαρκτοʆ συστατικοʆ του συʆ μπαντος.
Η σκοτεινηʆ ενεʆργεια, ειʆναι νεαρηʆ εʆννοια και η πραγματικηʆ της φυʆ ση ειʆναι εʆνα επιʆ-
πονο αιʆνιγμα για τους συʆ γχρονους επιστηʆ μονες. Ειʆναι σηʆ μερα γνωστοʆ , οʆ τι η δια-
στοληʆ θα πρεʆπει να ειʆναι επιταχυνοʆ μενη και συʆ μφωνα με τα μοντεʆλα Friedmann
και την σχετικοʆ τητα, καʆ τι τεʆτοιο θα ηʆ ταν μαθηματικωʆ ς εφικτοʆ μοναʆ χα υποʆ την
παρουσιʆα της κοσμολογικηʆ ς σταθεραʆ ς, η οποιʆα αυτηʆ ν την φοραʆ θα συνειʆσφερε
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στη διαστοληʆ του συʆ μπαντος. Παροʆ λα αυταʆ , η σκοτεινηʆ ενεʆργεια παραμεʆνει εʆνα
υποθετικοʆ ειʆδος ενεʆργειας που εʆχει ισχυρηʆ αρνητικηʆ πιʆεση, αποτεʆλεσμα ποιοτικαʆ
αναʆ λογο με μια δυʆ ναμη που δρα κατασταλτικαʆ στην βαρυʆ τητα σε μεγαʆ λες κλιʆμα-
κες. Καʆ τι τεʆτοιο φυσικαʆ παραμεʆνει μοντεʆλο και η εισαγωγηʆ του μεγεʆθους αυτουʆ
χρησιμοποιειʆται για να επεξηγηʆ σει τηνπαρατηʆ ρησητου επιταχυνομεʆνωςδιαστελ-
λοʆ μενου συʆ μπαντος.
Στις αρχεʆς της δεκαετιʆας του ’90, οʆ λοι πιʆστευαν με βεβαιοʆ τητα οʆ τι το συʆ μπαν δια-
στεʆλλεται επιβραδυνοʆ μενα και δεʆχονταν τα μοντεʆλα που περιγραʆφηκαν παρα-
παʆ νω σαν πραγματικοʆ τητα. Ειʆτε η πυκνοʆ τητα ενεʆργειας, που παρατηρειʆται σηʆ -
μερα στο συʆ μπαν, θα ξεπερνουʆ σε την κριʆσιμη πυκνοʆ τητα και το συʆ μπαν θα κα-
τεʆρρεε, ειʆτε οʆχι και θα συνεʆχιζε την αιωʆ νια διαστοληʆ . Σε καʆ θε περιʆπτωση η συναʆ ρ-
τηση του παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας, θα εʆπρεπε να στρεʆφει τα κοιʆλα προς τα
καʆ τω, δηλαδηʆ η διαστοληʆ να επιβραδυʆ νεται. Το 1998 οʆ μως, οι αστρονοʆ μοι Adam
Ries και Krieger-Eisenhower, χρησιμοποιωʆ ντας δεδομεʆνα αποʆ το διαστημικοʆ τη-
λεσκοʆπιο Hubble (HST) για την μεταβοληʆ της λαμπροʆ τητας μακρινωʆ ν νεφελωμαʆ -
των σουπερνοʆ βα (supernova nebulas), εʆδειξαν οʆ τι πολλαʆ χροʆ νια πριν, το συʆ μπαν
διαστελλοʆ ταν πιο αργαʆ αποʆ οʆ τι σηʆ μερα. Συνεπωʆ ς, η διαστοληʆ οφειʆλει να ειʆναι επι-
ταχυνοʆ μενη και αʆ ρα η υʆ παρξη μιας συνιστωʆ σας που θασυνεισφεʆρει στη διαστοληʆ ,
εʆγινε απαραιʆτητη.
Τρεις ειʆναι οι πιθανεʆς εξηγηʆ σεις των αποτελεσμαʆ των αυτωʆ ν.
• Τοπρωʆ τοσεναʆ ριο, ειʆναι ηθεωριʆα σχετικοʆ τητας ναπαραʆ γει λανθασμεʆνααπο-
τελεʆσματα, που δεν συγκλιʆνουν τελικαʆ σε μεγαʆ λες κλιʆμακες τοʆ σο με την πα-
ρατηʆ ρηση, ηʆ τοι προʆ κειται για εʆνα μοντεʆλο που δεν μπορειʆ να εξηγηʆ σει, παραʆ
μοʆ νο να προσεγγιʆσει με ad hoc προσθηʆ κες, την πραγματικοʆ τητα. Στην πε-
ριʆπτωση αυτηʆ , τα αποτελεʆσματα που αναφεʆρονται, οʆχι μοʆ νο στην εργασιʆα
αυτηʆ , αλλαʆ και στην επιστηʆ μη γενικοʆ τερα, θα πρεʆπει να αντικατασταθουʆ ν
ριζικαʆ αποʆ νεʆα θεωριʆα βαρυʆ τητας, που θα συμφωνειʆ περισσοʆ τερο με την
παρατηʆ ρηση. Καʆ τι τεʆτοιο οʆ μως, συʆ μφωνα με την επιστημονικηʆ μεʆθοδο, θα
γιʆνει μοʆ νο μεταʆ αποʆ την εξαʆ ντληση αναʆ λυσης των παροʆ ντων μοντεʆλων και
αυτηʆ τοʆ τε θα ειʆναι η ουσιʆα της θεωρητικηʆ ς υποʆστασης της εικοʆ νας που ειʆχε
η επιστηʆ μη τοʆ σο καιροʆ για το συʆ μπαν. Αν δεν εξαντλουʆ ταν η θεωριʆα μεʆσω
της χρηʆ σης της, ωʆ στε να οδηγηʆ σει σε αντιφαʆ σεις και να κινητοποιηʆ σει την
επιστημονικηʆ κοινοʆ τητα να την αντικαταστηʆ σει, πιθανοʆ να μην ηʆ ταν δυνα-
τοʆ ν να σχηματοποιηθειʆ και η πραγματικηʆ εικοʆ να για τον κοʆ σμο.
• Το δευʆ τερο σεναʆ ριο, προϋποθεʆτει την υʆ παρξη ενοʆ ς νεʆου ειʆδους δυναμικηʆ ς
ενεʆργειας ηʆ πεδιʆου, καʆ τι που θα γεμιʆζει τον χωʆ ρο σε οʆ λη του την εʆκταση και
η επιʆδρασηʆ του στην διαστοληʆ του συʆ μπαντος ειʆναι η αντιʆθετη αυτηʆ ς της
κλασσικηʆ ς μαʆ ζας και ενεʆργειας. Καʆ ποιοι θεωρητικοιʆ εʆχουν ονομαʆ σει κιοʆ λας
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την υʆ παρξη αυτηʆ «πεμπτουσιʆα» επηρεασμεʆνοι αποʆ το πεʆμπτο στοιχειʆο της
αρχαιʆας ελληνικηʆ ς φιλοσοφιʆας. Στη βιβλιογραφιʆα, οʆ ταν κανειʆς αναφεʆρεται
σε σκοτεινηʆ ενεʆργεια, συνηʆ θως τη συσχετιʆζει με εʆνα τεʆτοιου ειʆδους πεδιʆο.
Καταʆ αυτοʆ ν τον τροʆπο η πυκνοʆ τηταʆ της δεν θα ειʆναι σταθερηʆ , οʆ πως στο
τριʆτο σεναʆ ριο.
• Το τριʆτο σεναʆ ριο σχετικαʆ με την φυʆ ση της σκοτεινηʆ ς ενεʆργειας, ειʆναι η επι-
ταʆ χυνση να οφειʆλεται σε μια φυσιολογικηʆ συμπεριφοραʆ του κενουʆ χωʆ ρου.
Ο Albert Einstein ηʆ ταν ο πρωʆ τος που διαπιʆστωσε οʆ τι ο κενοʆ ς χωʆ ρος δεν ειʆναι
εντελωʆ ς κενοʆ ς. Έτσι, τα μοντεʆλα με κοσμολογικηʆ σταθεραʆ της σχετικοʆ τητας,
καʆ νουν μια επιπλεʆον προʆ βλεψη: ο κενοʆ ς χωʆ ρος δεν ειʆναι πραγματικαʆ κενοʆ ς,
αλλαʆ περιεʆχει την δικιαʆ ς του φυʆ σης ενεʆργεια. Επειδηʆ οʆ μως αυτηʆ η ενεʆργεια
εμφανιʆζεται σαν ιδιοʆ τητα του ιʆδιου του χωʆ ρου, δεν θα απλωʆ νεται καθωʆ ς
ο χωʆ ρος διαστεʆλλεται. Διαστοληʆ οʆ μως σημαιʆνει επιπλεʆον κενοʆ ς χωʆ ρος και
αʆ ρα επιπλεʆον ποσοʆ τητα της συγκεκριμεʆνης ενεʆργειας, συνεπωʆ ς το συʆ μπαν
θα διαστεʆλλεται οʆ λο και ταχυʆ τερα. Το συγκεκριμεʆνο σεναʆ ριο, ειʆναι αυτοʆ που
υποστηριʆζει την θεωριʆα σχετικοʆ τητας και ταυτιʆζει την σκοτεινηʆ ενεʆργεια με
την κοσμολογικηʆ αυτηʆ σταθεραʆ .
Παροʆ λα αυταʆ , η φυʆ ση της ενεʆργειας αυτηʆ ς, αποτελειʆ ακοʆ μα αιʆνιγμα και το μοʆ νο σιʆ-
γουρο ειʆναι οʆ τι καʆ τι ωθειʆ το συʆ μπαν σε επιταχυνοʆ μενη διαστοληʆ . Καθωʆ ς η εʆρευνα
στον συγκεκριμεʆνο τομεʆα της φυσικηʆ ς εμβαθυʆ νει, και οʆ σο περισσοʆ τερες πληρο-
φοριʆες για την σκοτεινηʆ ενεʆργεια ανακαλυʆ πτει το ανθρωʆ πινο ειʆδος, τοʆ σο περισ-
σοʆ τερο θα βελτιωʆ νονται και τα μαθηματικαʆ προʆ τυπα Friedmann.
Στην παρουʆ σα φαʆ ση οʆ μως, εισαʆ γοντας κοσμολογικοʆ οʆ ρο στα μοντεʆλα Friedmann,
προκυʆ πτουν επιταχυνοʆ μενες λυʆ σεις οι οποιʆες αξιʆζει να μελετηθουʆ ν.
Παρακαʆ τωαναλυʆ ονται τα μοντεʆλα αυταʆ με την εισαγωγηʆ του κοσμολογικουʆ οʆ ρου,
κυριʆως συʆ μφωνα με το συʆ γγραμμα του J.N.Islam [14].
3.2 Μορφή προτύπων με κοσμολογικό όρο
Η διαδικασιʆα εισαγωγηʆ ς του οʆ ρου θα γιʆνει αποʆ την οπτικηʆ γωνιʆα του Einstein, ο
οποιʆος τον εισηʆ γαγε προκειμεʆνου να αποκτηʆ σει στατικεʆς λυʆ σεις, δεδομεʆνου οʆ τι
στατικεʆς λυʆ σεις για τις (2.2.1) υποʆ την παρουσιʆα μαʆ ζας και ενεʆργειας δεν υπαʆ ρ-
χουν. Συνεπωʆ ς, προκειμεʆνου να προκυʆψει στατικηʆ λυʆ ση θα πρεʆπει οι (2.2.1) να
τροποποιηθουʆ ν ως:
Rμν   1
2
gμνR  gμν = 8πG/c4Tμν; (3.2.1)
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οʆπου  η κοσμολογικηʆ σταθεραʆ με [] = L 2.¹
Αν  = 0 , τοʆ τε τα μοντεʆλα εκφυλιʆζονται σε αυταʆ του κεφαλαιʆου 2 οποʆ τε στο
κεφαʆ λαιο αυτοʆ θα αναζητηθουʆ ν λυʆ σεις της (3.2.1) για μη μηδενικεʆς τιμεʆς της .
Η διαδικασιʆα εξαγωγηʆ ς ειʆναι οʆ μοια και συγκεκριμεʆνα προκυʆ πτουν οι παρακαʆ τω
μετατροπεʆς εξισωʆ σεων
(2:2:3)) 3( _R2 + c2k) = 8G"R2/c2 + c2R2; (3.2.2)
(2:2:4)) 2R R + _R2 + kc2 =  8GpR2/c2 + c2R2: (3.2.3)
Άρα τα προʆ τυπα Friedmann με κοσμολογικηʆ σταθεραʆ θα εʆχουν την παρακαʆ τω
μορφηʆ :
a =  (4G/3)("+ 3p)a/c2 + c2/3; (3.2.4)
_a2 = c2/R0
2 + (8G/3)"a2/c2 + c2/3; (3.2.5)
_a2 = (8G/3)"a2/c2 + c2/3; (3.2.6)
_a2 =  c2/R02 + (8G/3)"a2/c2 + c2/3; (3.2.7)
_"+ 3
_a
a
(p+ ") = 0; (3.2.8)
p = !": (3.2.9)
Αποʆ τις παραπαʆ νω εξισωʆ σεις γιʆνεται αντιληπτοʆ , οʆ τι το να προστεθειʆ ο κοσμολο-
γικοʆ ς αυτοʆ ς οʆ ρος ειʆναι γεγονοʆ ς ισοδυʆ ναμο με το να ληφθειʆ υποʆψιν μια επιπλεʆον
συνιστωʆ σα στο συʆ μπαν με πυκνοʆ τητα ενεʆργειας
¹Πολλεʆς φορεʆς η κοσμολογικηʆ σταθεραʆ επιλεʆγεται εʆτσι ωʆ στε να εʆχει διασταʆ σεις Τ 2.Τοʆ τε ο οʆ ρος που εμφανιʆζεται
στις εξισωʆ σεις Friedmann ειʆναι /3 αντιʆ για c2/3 εʆτσι ωʆ στε η εξιʆσωση να περιεʆχει οʆ ρο με διασταʆ σεις Τ 2.
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" =
c4
8G
: (3.2.10)
Παρακαʆ τω θα εισαχθειʆ ο οʆ ρος αυτοʆ ς στην γενικευμεʆνη μορφηʆ των προτυʆ πων (κε-
φαʆ λαιο 4).
3.3 Σύμπαντα με κοσμολογική σταθερά
3.3.1 Στατικό σύμπαν Einstein
Για να μην επεʆλθει καταʆ ρρευση σε εʆνα συʆ μπαν οʆπου η αρνητικαʆ προσημασμεʆνη
βαρυτικηʆ εʆλξη τοωθειʆ προς συʆ νθλιψη, θαπρεʆπει να υπαʆ ρχει μια θετικηʆ αντιʆδραση
η οποιʆα συμπυκνωʆ νεται στον κοσμολογικοʆ οʆ ρο.
Επιπλεʆον, η εʆννοια της στατικοʆ τητας συνεπαʆ γεται αʆ μεσα οʆ τι η συναʆ ρτηση του συ-
ντελεστηʆ κλιʆμακας ειʆναι σταθερηʆ .
Άρα στο συʆ μπαν του Einstein θα ηʆ ταν:
a(t) = 1: (3.3.1)
Τοʆ τε θα ιʆσχυε οʆ τι, _a(t) = a(t) = 0και αʆ ρασεσυνθηʆ κες αμελητεʆας πιʆεσης οι (3.2.5)-
(3.2.7) γιʆνονται:
 c
2k
R20
+
8G
3c2
"+
c2
3
= 0; (3.3.2)
και η εξιʆσωση επιταʆ χυνσης
 4G
3c2
"+
c2
3
= 0: (3.3.3)
Καʆ τι τεʆτοιο διʆνει τα εξηʆ ς αποτελεʆσματα
" =
c4
4G
; (3.3.4)
k = R20: (3.3.5)
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Αποʆ την (3.3.4) στο συʆ μπαν Einstein πρεʆπει κανειʆς να επιλεʆξει την κοσμολογικηʆ
σταθεραʆ εʆτσι ωʆ στε  = 4G"/c4 .
Αποʆ την (3.3.5) δε , εφοʆσον  > 0 , προκυʆ πτει οʆ τι k > 0 , αʆ ρα εʆνα τεʆτοιο συʆ μπαν
θα ειʆχε αναγκαστικαʆ θετικηʆ καμπυλοʆ τητα.
O Friedmann απεʆδειξε οʆ τι η καταʆ σταση στατικουʆ συʆ μπαντος ειʆναι ασταθηʆ ς. Το
συγκεκριμεʆνο συμπεʆρασμα προκυʆ πτει θεωρωʆ ντας την λυʆ ση στην μορφηʆ
a(t) = 1 + a(t);
με 0 < a 1 μια διαταραχηʆ της λυʆ σης [15].
3.3.2 Πρότυπα με ποικίλες τιμές της κοσμολογικής σταθεράς
Βαʆ σει τωνπαροʆ ντων επιστημονικωʆ ν δεδομεʆνων στην κοσμολογιʆα, οι στατικεʆς λυʆ -
σεις των εξισωʆ σεων των προτυʆ πων για το συʆ μπαν δεν παρουσιαʆ ζουν ιδιαιʆτερο
κοσμολογικοʆ ενδιαφεʆρον. Αντιʆθετα, οι λυʆ σεις κοσμολογικωʆ ν μοντεʆλων με κοσμο-
λογικηʆ σταθεραʆ που πυροδοτειʆ δυναμικαʆ συʆ μπαντα ειʆναι βασικοʆ τατες. Δυναμι-
κεʆς λυʆ σεις με κοσμολογικηʆ σταθεραʆ πρωʆ τος μελεʆτησε ο Lemaitre, οποʆ τε μοντεʆλα
Friedmann τεʆτοιου τυʆ που ονομαʆ ζονται συχναʆ μοντεʆλα Lemaitre, προς τιμηʆ ν του
Γαʆ λλου φυσικουʆ .
Όπωςαναφεʆρθηκε και στηνπαραʆ γραφο (3.2) η εισαγωγηʆ του κοσμολογικουʆ οʆ ρου
εʆχει σαν φυσικοʆ ισοδυʆ ναμο την εισαγωγηʆ ενοʆ ς πλασματικουʆ ρευστουʆ . Το ρευστοʆ
αυτοʆ θα εʆχει τανυστηʆ ορμηʆ ς / ενεʆργειας [14]:
T^ = (" + p)uu   pgμν = c
4
8G
gμν: (3.3.6)
Συνεπωʆ ς οι εξισωʆ σεις πεδιʆου του Einstein γραʆφονται εναλλακτικαʆ και ως:
Rμν   1
2
gμνR = 8G/c4

Tμν + T^

: (3.3.7)
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Ακολουθωʆ ντας τα ιʆδια βηʆ ματα εξαγωγηʆ ς ειʆναι δυνατοʆ ν να λαʆ βει κανειʆς την αντιʆ-
στοιχη εξιʆσωση της (2.6.2) η οποιʆα εδωʆ γραʆφεται:
"c =
3c2H20
8G
=   3kc
4
8GR20
+ "0 +
c4
8G
: (3.3.8)
Ανακαλωʆ ντας τον ορισμοʆ της παραμεʆτρου πυκνοʆ τητας
0 και διαιρωʆ ντας την πα-
ραπαʆ νω σχεʆση με την κριʆσιμη πυκνοʆ τητα "c προκυʆ πτει:
1 =   kc
2
H20R
2
0
+ 
0 +
c2
3H20
, kc
2
H20R
2
0
= 
0   1 + c
2
3H20
: (3.3.9)
Ενωʆ η εξιʆσωση (2.6.9) μετατρεʆπεται στην:
"0 + 3p0 =
3c2
8G

0H
2
0 +
c4
4G
; (3.3.10)
και η (2.7.7) στην:
c2k
R20
  c2 = (
0   1)H20 : (3.3.11)
Έστω τωʆ ρα εʆνα συʆ μπαν με μηδενικηʆ πιʆεση, αλλαʆ μη μηδενικηʆ κοσμολογικηʆ στα-
θεραʆ . Τοʆ τε, αποʆ τις (3.3.9), (3.3.10), (3.3.11) και αποʆ το γεγονοʆ ς οʆ τι οι εξισωʆ σεις
(2.4.6) και 2.5.2) παραμεʆνουν ανεʆπαφες αποʆ την εισαγωγηʆ του οʆ ρου, αντιʆ για την
(2.7.10) ειʆναι δυνατοʆ ν να δειχθειʆ οʆ τι λαμβαʆ νεται η:
_a2 = c2a 1

 kR20a+
a3
3
+ 

; (3.3.12)
οʆπου:
 = H20c
 2   
3
+
k
R20
= const: (3.3.13)
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3.3.2.1 Πρότυπο De Sitter
Το προʆ τυπο αυτοʆ αντιστοιχειʆ στην ειδικηʆ περιʆπτωση της (3.3.12) , οʆ που k = 0 και
 = 0.
Καʆ νοντας χρηʆ ση των εξισωʆ σεων (3.3.10) και (3.3.11), απαλειʆφεται η
0 και συνε-
πωʆ ς για p0 = 0 :
8G"0 = 3c
2

c2k
R20
+H20

  c4: (3.3.14)
Έτσι αν k = 0 και  = 0 , αποʆ την (3.3.13) συνεπαʆ γεται οʆ τι:
H20 =
1
3
c2; (3.3.15)
και τελικαʆ αποʆ την (3.3.14) προκυʆ πτει οʆ τι "0 = 0 , δηλαδηʆ το συʆ μπαν De Sitter εʆχει
μηδενικηʆ πυκνοʆ τητα ενεʆργειας, αλλαʆ μημηδενικηʆ πυκνοʆ τητασκοτεινηʆ ς ενεʆργειας.
Η λυʆ ση για τον παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας σε εʆνα τεʆτοιου ειʆδους συʆ μπαν, προ-
κυʆ πτει ευʆ κολα αποʆ την (3.3.12) με ολοκληʆ ρωση και το αποτεʆλεσμα θα ειʆναι οʆ τι
a(t) / exp
n
(/3)
1/2 tc
o
(3.3.16)
Δηλαδηʆ , σε εʆνα συʆ μπαν που περιεʆχει μοʆ νο θετικηʆ κοσμολογικηʆ σταθεραʆ , η κλιʆ-
μακα αυξαʆ νει εκθετικαʆ , αφουʆ δεν υπαʆ ρχει βαρυʆ τητα να αντιστεʆκεται στην δραʆ ση
της σκοτεινηʆ ς ενεʆργειας. Το προʆ τυπο De Sitter για  = 0 διʆνει την τετριμμεʆνη πε-
ριʆπτωση που περιγραʆφηκε στην παραʆ γραφο (2.7.1).
Μια παροʆ μοια μορφηʆ λυʆ σεως, εμφανιʆζεται στην θεωριʆα σταθεραʆ ς καταʆ στασης
των Bondi & Gold (1948) και Fred Hoyle (1948) με μοʆ νη διαφοραʆ οʆ τι στην θεω-
ριʆα αυτηʆ υπαʆ ρχει μια συνεχηʆ παραγωγηʆ υʆ λης στο συʆ μπαν που οφειʆλεται στο πε-
ριʆφημο C-πεδίο[11, 12, 6].
Μια ενδιαφεʆρουσα ιδιοʆ τητα των προτυʆ πων τεʆτοιας φυʆ σεως ειʆναι οʆ τι ο παραʆ γο-
ντας κλιʆμακας δεν μηδενιʆζεται σε πεπερασμεʆνο χρονικοʆ διαʆ στημα στο παρελθοʆ ν
και αʆ ρα δε συνεʆβηΜεγαʆ λη Έκρηξη στο συγκεκριμεʆνο συʆ μπαν (προκυʆ πτει αποʆ την
(3.3.16)).
Σημειωʆ νεται οʆ τι ο Hoyle , καθηγητηʆ ς του Stephen Hawking και βασικοʆ ς υποστη-
ρικτηʆ ς της θεωριʆας της σταθεραʆ ς καταʆ στασης, ηʆ ταν αυτοʆ ς που εισηʆ γαγε τον οʆ ρο
«Big Bang» με σαφηʆ τοʆ νο ειρωνειʆας, καθοʆ τι αρνιοʆ ταν να πιστεʆψει μια στιγμηʆ δη-
μιουργιʆας στο παρελθοʆ ν του συʆ μπαντος.
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Τεʆλος, για την μετρικηʆ που προκυʆ πτει αποʆ την (3.3.16) ειʆναι δυνατοʆ ν να δειχθειʆ
οʆ τι οι ισομετριʆες της αποτελουʆ ν μια 10-παραμετρικηʆ ομαʆ δα, καʆ τι που ισοδυναμειʆ
με τις δυνατεʆς περιστροφεʆς σε εʆναν πενταδιαʆ στατο χωʆ ρο με μετρικηʆ της οποιʆας
τα στοιχειʆα της κυριʆας διαγωνιʆου ειʆναι (1; 1; 1; 1; 1) και μηδενικαʆ οʆ λα τα
υποʆ λοιπα στοιχειʆα. Αυτηʆ η αλγεβρικηʆ ομαʆ δα ειʆναι γνωστηʆ ως ομαʆ δα De Sitter.
3.3.2.2 Πρότυπο Lemaitre
Το μοντεʆλο αυτοʆ αντιστοιχειʆ σε λυʆ ση της (3.3.12) με k = 1 και  > 0 οʆπου 0
ειʆναι η τιμηʆ που παιʆρνει η συγκεκριμεʆνη σταθεραʆ οʆ ταν τεθειʆ  = E = 4G"/c4
(συʆ μπαν Einstein). Αποʆ την παραγωʆ γιση της (3.3.12) κανειʆς λαμβαʆ νει την :
a =
1
3
c2a  c
2
2a2
: (3.3.17)
Στο μοντεʆλο αυτοʆ η αρχικηʆ συνθηʆ κη ειʆναι,a(0) = 0 και η συναʆ ρτηση ειʆναι αυʆ ξουσα
και τεʆτοια ωʆ στε, a(t) / t2/3 . Έτσι για μικρεʆς τιμεʆς του χροʆ νου:
a(t) = %t
2/3 (3.3.18)
με % = const .
Αντικαθιστωʆ ντας οποʆ τε στην (3.3.17) θα προκυʆψει η παρακαʆ τω εʆκφραση για τη
δευʆ τερη παραʆ γωγο του συντελεστηʆ κλιʆμακας:
a =
1
3
c2%t
2/3   c
2
2%2
t 4/3: (3.3.19)
Εδωʆ , οʆ ταν t! 0+ , τοʆ τε 13c2%t2/3 ! 0 , ενωʆ   c
2
2%2 t
 4/3 !  1 και οποʆ τε συμπε-
ραιʆνεται οʆ τι κονταʆ στην γεʆννηση, η επιταʆ χυνση της διαστοληʆ ς ειʆναι αφενοʆ ς πολυʆ
μεγαʆ λη, αλλαʆ αφετεʆρου επιβραδυνοʆ μενη. Αυτοʆ σημαιʆνει, οʆ τι ησυναʆ ρτησηθαστρεʆ-
φει τα κοιʆλα προς τα καʆ τω.
Η δευʆ τερη παραʆ γωγος a δε, μηδενιʆζεται οʆ ταν 13c2%t
2/3 = c
2
2%2 t
 4/3δηλαδηʆ οʆ ταν t =
T =

3/
 
2%2
1/2και αʆ ρα _amin = _a (T ) ενωʆ αποʆ την (3.3.17) γιʆνεται σαφεʆς οʆ τι
τοʆ τε a = aT = (3/2)1/3.
Άρα, το σημειʆο (T; aT ) ειʆναι σημειʆο καμπηʆ ς και η συναʆ ρτηση στρεʆφει τα κοιʆλα
προς τα αʆ νω για τιμεʆς του χροʆ νου μεγαλυʆ τερες αποʆ T . Έτσι, η διαστοληʆ στο ση-
μειʆο αυτοʆ , ξεκιναʆ να επιταχυʆ νεται και τελικαʆ καταληʆ γει να συμπεριφεʆρεται οʆπως
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σε εʆνα συʆ μπαν De Sitter. Ενδιαφεʆρον στην λυʆ ση αυτηʆ , παρουσιαʆ ζει το γεγονοʆ ς οʆ τι
υπαʆ ρχει μια   περιοχηʆ του σημειʆου καμπηʆ ς, μη αμελητεʆου ευʆ ρους, οʆ που η καταʆ -
σταση της διαστοληʆ ς παραμεʆνει σχεδοʆ ν σταθερηʆ .
Αυτοʆ οφειʆλεται στην πτωʆ ση τιμωʆ ν της παραγωʆ γου λιʆγο πριν φταʆ σει το κοιʆλο μεʆ-
ρος της συναʆ ρτησης στο σημειʆο καμπηʆ ς και οι αρχικαʆ χαμηλεʆς τιμεʆς της πρωʆ της
παραγωʆ γου του κυρτουʆ εκθετικουʆ μεʆρους. Έτσι παρουσιαʆ ζεται μια περιʆοδος κα-
θυστεʆρησης αυʆ ξησης ταχυʆ τητας καταʆ την διαστοληʆ .
Η περιοχηʆ αυτηʆ του αʆ ξονα του χροʆ νου αναγραʆφεται ως coasting period.
Λαμβαʆ νοντας υποʆψιν τις μικρεʆς διακυμαʆ νσεις στις μεταβολεʆς των τιμωʆ ν του πα-
ραʆ γοντακλιʆμακας, αποʆ την τιμηʆ a = aT = (3/2)1/3 ηεξιʆσωσηFriedmann (3.3.12)
για εʆνα συʆ μπαν θετικηʆ ς καμπυλοʆ τητας (k = 1) αποδεικνυʆ εται οʆ τι μετατρεʆπεται
στην ακοʆ λουθη προσεγγιστικηʆ διαφορικηʆ εξιʆσωση[14]:
_a2 t
c2
R20
0@ 1 + 92
4
1/3
+ 
"
a 

3
2
1/3#21A ; (3.3.20)
Με λυʆ ση την :
a(t) = R0

3
2
1/38<:1 +
"
1 

92
4
 1/3#1/2
sinh


1/2(t  tm)c
9=; ; (3.3.21)
οʆπου tm , ειʆναι η χρονικηʆ στιγμηʆ οʆ που η ταχυʆ τητα της διαστοληʆ ς ελαχιστοποιειʆται.
Η σχεʆση αυτηʆ φανερωʆ νει την συμπεριφοραʆ της λυʆ σης καθωʆ ς το συʆ μπαν διανυʆ ει
το μεταβατικοʆ σταʆ διο (coasting period). Εδωʆ φαιʆνεται ξεκαʆ θαρα, οʆ τι σταπροʆ τυπα
τεʆτοιου τυʆ που με κοσμολογικηʆ σταθεραʆ , εʆνα συʆ μπαν παροʆ τι εʆχει θετικηʆ καμπυλοʆ -
τητα, συνεχιʆζει να διαστεʆλλεται χωριʆς να επεʆρχεται καταʆ ρρευση.
Αν στο  δοθουʆ ν τιμεʆς κονταʆ στην τιμηʆ 2/ (3)1/2 , τοʆ τε μπορειʆ κανειʆς να ρυθμιʆσει
το coasting period, εʆτσι ωʆ στε η διαʆ ρκειαʆ του να ειʆναι μεγαʆ λη.
3.3.2.3 Σύμπαν Eddington-Lemaitre
Προʆ κειται για οριακηʆ περιʆπτωση των μοντεʆλων Lemaitre, και εʆλαβε το οʆ νομα του
επειδηʆ ασχοληʆ θηκε μαζιʆ του εκτενωʆ ς ο Eddington (1930). Ουσιαστικαʆ ειʆναι η πε-
ριʆπτωση οʆπου k = 1 και  = 2/ (3)1/2 , δηλαδηʆ οι τιμεʆς αποʆ το στατικοʆ συʆ μπαν
Einstein.
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Τοπροʆ τυποαυτοʆ εʆχει απειʆρωςμεγαʆ λοσεδιαʆ ρκεια coastingperiod, οποʆ τεανa(0) =
0 τοʆ τε a(t) ! (3/2)1/3, καθωʆ ς t ! 1, ενωʆ αν a(0) = (3/2), τοʆ τε a(t) ! 1,
καθωʆ ς t ! 1, καταληʆ γοντας μεʆσω εκθετικηʆ ς αυʆ ξησης στην προσεʆγγιση της συ-
μπεριφοραʆ ς De Sitter.
Το μοντεʆλο αυτοʆ υποδεικνυʆ ει την μαθηματικηʆ ασταʆ θεια του συʆ μπαντος Einstein,
καθοʆ τι υποʆ μικρεʆς διαταραχεʆς εʆνα συʆ μπαν με κοσμολογικηʆ σταθεραʆ που λαμβαʆ νει
την τιμηʆ του Einstein, ειʆτε θα αρχιʆσει να διαστεʆλλεται εκθετικαʆ προς το αʆ πειρο
εγκαταλειʆποντας την αρχικαʆ σταθερηʆ του καταʆ σταση, ειʆτε θα ξεκινηʆ σει διαστοληʆ
αποʆ Big Bang και θα καταληʆ ξει ασυμπτωτικαʆ στην σταθερηʆ τιμηʆ του παραʆ γοντα
κοσμικηʆ ς κλιʆμακας.
Σε καʆ θε περιʆπτωση, εʆχει δειχθειʆ, οʆ τι ακοʆ μα και με την καταʆ λληλη τιμηʆ του κοσμο-
λογικουʆ οʆ ρου, δεν ειʆναι δυνατοʆ ν, εφοʆσον υπαʆ ρχουν μικρεʆς διαταραχεʆς, να υπαʆ ρξει
αιωʆ νιο στατικοʆ συʆ μπαν.
Επιπλεʆον περιπτωʆ σεις συμπαʆ ντων με κοσμολογικηʆ σταθεραʆ , θα μελετηθουʆ ν στο
αμεʆσως εποʆ μενο κεφαʆ λαιο, ως ειδικεʆς περιπτωʆ σεις του γενικουʆ μοντεʆλου που θα
παρουσιαστειʆ στη συνεʆχεια.
Κεφάλαιο 4
Πρότυπα Friedmann για
σύμπαντα με N συνιστώσες
4.1 Εξαγωγή προτύπων με N συνιστώσες
Τα μοντεʆλα τα οποιʆα μελετηʆ θηκαν στην εργασιʆα αυτηʆ , καταʆ βαʆ ση, δεν ηʆ ταν παραʆ
ειδικεʆς περιπτωʆ σεις συμπαʆ ντων με μιʆα ηʆ το πολυʆ δυʆ ο συνιστωʆ σες (υʆ λη - ακτινο-
βολιʆα ηʆ υʆ λη - κοσμολογικηʆ σταθεραʆ ). Στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ , θα δοθειʆ η γενικηʆ εικοʆ να
των κοσμολογικωʆ ν προτυʆ πων καθωʆ ς το συʆ μπαν μπορειʆ να θεωρηθειʆ ως μια συ-
ναʆ θροιση οσοδηʆποτε αριθμουʆ συνιστωσωʆ ν. Για το σκοποʆ αυτοʆ χρησιμοποιηʆ θηκε
κυριʆως το συʆ γγραμμα [22].
Οι συνιστωʆ σες που θα λαμβαʆ νονται υποʆψιν, εξαρτωʆ νται αʆ μεσα αποʆ τις υπαʆ ρχου-
σεςφυσικεʆς θεωρηʆσεις και ανακαλυʆψεις και ειʆναι δυνατοʆ ν να δημιουργηθουʆ ν εʆτσι
διαφορετικαʆ μοντεʆλα τυʆ που Friedmann.
Ξεκινωʆ ντας την αναʆ λυση για τη γενικηʆ περιʆπτωση, εʆνα συʆ μπαν μεN συνιστωʆ σες,
οι οποιʆες εʆχουν πυκνοʆ τητες ενεʆργειας "i με i = 1; :::::; N , εʆχει πιεʆσεις που διʆνονται
αποʆ τις καταστατικεʆς εξισωʆ σεις ως:
pi = !i"i: (4.1.1)
Συνδυαʆ ζοντας την καταστατικηʆ εξιʆσωση με την εξιʆσωση διατηʆ ρησης, προκυʆ πτει
οʆ τι η πυκνοʆ τητα θα διʆνεται σαν συναʆ ρτηση του συντελεστηʆ κλιʆμακας μεʆσω της
σχεʆσης
"i = "i;0a
 3 3!i; (4.1.2)
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με "i;0 τις αντιʆστοιχες τιμεʆς πυκνοτηʆ των την σημερινηʆ εποχηʆ ¹.
Ειʆναι προφανεʆς, οʆ τι η πυκνοʆ τητα "που εμφανιʆζεται στις εξισωʆ σεις Friedmann, δεν
ειʆναι παραʆ το αʆ θροισμα οʆ λων των πυκνοτηʆ των "i ενωʆ η πιʆεση, το αʆ θροισμα οʆ λων
των πιεʆσεων που διʆνονται αποʆ την καταστατικηʆ εξιʆσωση (4.1.1).
Συνεπωʆ ς, για εʆνα συʆ μπαν μεN συστατικαʆ , τα προʆ τυπα λαμβαʆ νουν την παρακαʆ τω
γενικευμεʆνη μορφηʆ :
a =  (4G/3)
NX
i=1

(1 + 3!i)"i;0a
 3 3!i a/c2; (4.1.3)
_a2 = c2/R0
2 + (8G/3)
NX
i=1
 
"i;0a
 3 3!i a2/c2; (4.1.4)
_a2 = (8G/3)
NX
i=1
 
"i;0a
 3 3!i a2/c2; (4.1.5)
_a2 =  c2/R02 + (8G/3)
NX
i=1
 
"i;0a
 3 3!i a2/c2; (4.1.6)
_"i + 3
_a
a
(pi + "i) = 0; (4.1.7)
pi = !i"i; (4.1.8)
ηʆ ισοδυʆ ναμα
a =  (4G/3)
NX
i=1

(1 + 3!i)"i;0a
 2 3!i /c2; (4.1.9)
_a2 =  kc2/R02 + (8G/3)
NX
i=1
 
"i;0a
 1 3!i /c2 ; k 2 f 1; 0; 1g ; (4.1.10)
_"i + 3
_a
a
(pi + "i) = 0; (4.1.11)
¹Για παραʆ δειγμα η "2;0ειʆναι η τιμηʆ της πυκνοʆ τητας ενεʆργειας του συστατικουʆ 2 , σηʆ μερα.
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pi = !i"i: (4.1.12)
Εν συνεχειʆα οριʆζονται τα εξηʆ ς αδιαʆ στατα μεγεʆθη:

i;0 =
"i;0
"c
; (4.1.13)

k =   kc
2
R20H
2
0
; (4.1.14)
με
NX
i=1
(
i;0) = 
0: (4.1.15)
Ανακαλωʆ ντας τωʆ ρα την σχεʆση (3.3.9) και βαʆ σει των παραπαʆ νω ορισμωʆ ν γιʆνεται
εμφανεʆς οʆ τι θα ισχυʆ ει:

0 + 
k = 1: (4.1.16)
Έγινε εʆτσι φανεροʆ οʆ τι η σχεʆση (4.1.16) ειʆναι ισοδυʆ ναμη με την (3.3.9) που ειʆναι η
αντιʆστοιχη σχεʆση για τις πυκνοʆ τητες ενεʆργειας με κοσμολογικηʆ σταθεραʆ και θε-
ωρωʆ ντας οʆ τι η παραʆ μετρος 
0 =
PN
i=1 (
i;0) περιεʆχει σαν οʆ ρο αθροιʆσματος τον
κοσμολογικοʆ οʆ ρο,

k = 1 
NX
i=1
(
i;0) : (4.1.17)
Εν συνεχειʆα, χρησιμοποιωʆ ντας τις (2.6.3), (4.1.13), (4.1.14) η (4.1.10) γιʆνεται:
_a2 = H20
""
1 
NX
i=1
(
i;0)
#
+
NX
i=1
 

i;0a
 1 3!i# ; (4.1.18)
ηʆ
_a2 = H20
"
1 +
NX
i=1

i;0
 
a 1 3!i   1# : (4.1.19)
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Αν επιπλεʆον κανονικοποιηθειʆ και η μεταβλητηʆ του χροʆ νου ως,
 = H0t; (4.1.20)
προκυʆ πτει η ακοʆ λουθη εξιʆσωση:
da()
d
=
 
1 +
NX
i=1

i;0
 
a 1 3!i   1!1/2 ; (4.1.21)
η οποιʆα ειʆναι η αδιάστατη γενική εξίσωση Friedmann και η ηλικιʆα του συʆ μπαντος
διʆνεται σε καʆ θε περιʆπτωση σε ολοκληρωτικηʆ μορφηʆ αποʆ την
0 =
 1
0
 
1 +
NX
i=1

i;0
 
a 1 3!i   1! 1/2 da: (4.1.22)
Η γενικοʆ τητα της εξιʆσωσης (4.1.21) γιʆνεται εμφανηʆ ς αν μελετηθουʆ ν μερικαʆ παρα-
δειʆγματα συμπαʆ ντων. Ισχυʆ ει για ομογενηʆ και ισοʆ τροπα εξελισσοʆ μενα συʆ μπαντα
με οσοδηʆποτε πληʆ θος συστατικωʆ ν, οποιοδηʆποτε ειʆδος καμπυλοʆ τητας και με το
καʆ θε συστατικοʆ να εʆχει δεδομεʆνη καταστατικηʆ εξιʆσωση πυκνοʆ τητας - πιʆεσης.
Ο αναλυτικοʆ ς υπολογισμοʆ ς του ολοκληρωʆ ματος στην (4.1.22) δεν ειʆναι εφικτοʆ ς
στην γενικηʆ περιʆπτωση. Για καταʆ λληλες οʆ μως δοθειʆσες τιμεʆς των
i;0 , ειʆναι δυνα-
τοʆ ν να υπολογιστουʆ ν αριθμητικεʆς λυʆ σεις. Παρουσιαʆ ζονται παρακαʆ τω συνοπτικαʆ
οι διαʆ φορες περιπτωʆ σεις.
4.2 Ειδικές περιπτώσεις του γενικού μοντέλου
4.2.1 Σύμπαν Einstein-De Sitter
Σε εʆνα συʆ μπαν που περιεʆχει μοʆ νο μη σχετικιστικηʆ υʆ λη, οʆ που i = 1 και 
1;0 =

m;0 = 
0 η (4.1.22) γιʆνεται
0 =
 1
0

1  
0 + 
0
a
 1/2
da: (4.2.1)
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Όταν το συʆ μπαν εʆχει μηδενικηʆ καμπυλοʆ τητα θα ειʆναι 
0 = 1, οποʆ τε
0 =
 1
0
a
1/2da; (4.2.2)
και η λυʆ ση του συγκεκριμεʆνου μοντεʆλου ειʆναι η (2.7.15).
Εαʆ ν η καμπυλοʆ τητα του συʆ μπαντος ειʆναι θετικηʆ , η λυʆ ση διʆνεται αποʆ τις (2.7.12) ,
(2.7.13), ενωʆ αν ειʆναι αρνητικηʆ αποʆ τις (2.7.19) , (2.7.20).
4.2.2 Μη σχετικιστική ύλη + Κοσμολογική σταθερά
Ένα συʆ μπαν με μηδενικηʆ καμπυλοʆ τητα και με μοναδικεʆς συνιστωʆ σες μη σχετικι-
στικηʆ υʆ λη και κοσμολογικηʆ σταθεραʆ , παρουσιαʆ ζει υψηλοʆ ενδιαφεʆρον καθωʆ ς προ-
σεγγιʆζει πολυʆ καλαʆ την εικοʆ να του Συʆ μπαντος την σημερινηʆ εποχηʆ . Προκειμεʆνου
η καμπυλοʆ τητα να ειʆναι μηδενικηʆ στο συγκεκριμεʆνο συʆ μπαν,θα ισχυʆ ει:

;0 = 1 
m;0: (4.2.3)
Η εξιʆσωση (4.1.21) τοʆ τε λαμβαʆ νει τη μορφηʆ :
da()
d
=
 
1 + 
m;0
 
a 1   1+ 
;0  a2   11/2 ; (4.2.4)
ηʆ
da()
d
=


m;0
a
+ 
;0a
2
1/2
; (4.2.5)
και αντιʆστοιχα η ηλικιʆα του συʆ μπαντος θα διʆνεται αποʆ την ,
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0 =
 1
0


m;0
a
+ 
;0a
2
 1/2
da: (4.2.6)
Η εξιʆσωση (4.2.3) υποδεικνυʆ ει οʆ τι,
;0 > 0 , οʆ ταν 0 < 
m;0 < 1 και
;0 < 0 , οʆ ταν

m;0 > 1.
Στην περιʆπτωση που 
;0 > 0, το συʆ μπαν διαστεʆλλεται αιωʆ νια (θετικηʆ κοσμολο-
γικηʆ σταθεραʆ ), ενωʆ στην περιʆπτωση που 
;0 < 0, η κοσμολογικηʆ σταθεραʆ συ-
νεισφεʆρει ως ελκτικηʆ δυʆ ναμη και το συʆ μπαν καταρρεʆει. Η διαστοληʆ στην δευʆ τερη
περιʆπτωση, θα σταματηʆ σει οʆ ταν da()d = 0, δηλαδηʆ οʆ ταν:
a = amax =

 
m;0

;0
1/3
;
και η καταʆ ρρευση θα επεʆλθει οʆ ταν:
 = crunch =
2
3
p

m;0   1
:
Για παραʆ δειγμα σε εʆνα συʆ μπαν με, 
;0 =  1 και αʆ ρα, 
m;0 = 2, η καταʆ ρρευση
επεʆρχεται την χρονικηʆ στιγμηʆ :  = 23 και amax = 21/3.
Η εξιʆσωσηFriedmann, σεαυτηʆ ν τηνπεριʆπτωση, ολοκληρωʆ νεται και διʆνει την λυʆ ση
[22]:
 =
2
3
p

m;0   1
arcsin

a
amax
3/2
; (4.2.7)
ηʆ για τον συντελεστηʆ κοσμικηʆ ς κλιʆμακας:
a(t) =


m;0

m;0   1sin
2

3
2
p

m;0   1
1/3
: (4.2.8)
Στηνπεριʆπτωσητωʆ ραπου,
;0 > 0και συνεπωʆ ς, 0 < 
m;0 < 1καιπαʆ λι η εξιʆσωση
Friedmann ολοκληρωʆ νεται και η λυʆ ση διʆνεται ως:
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 =
2
3
p
1 
m;0
ln
24 a
am
3/2
+
s
1 +

a
am
335 ; (4.2.9)
οʆπου, am =


m;0

;0
1/3
, η τιμηʆ του παραʆ γοντα κλιʆμακας την εποχηʆ που οι τιμεʆς για
τις πυκνοʆ τητες μη σχετικιστικηʆ ς υʆ λης και κοσμολογικηʆ ς σταθεραʆ ς ηʆ ταν εξισωμεʆ-
νες.
Για τον παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας, αποδεικνυʆ εται οʆ τι η λυʆ ση ειʆναι η [22, 14,
16]:
a() =


m;0
1  
m;0
1/3 
sinh
"
3
p
1  
m;0
2

#!2/3
: (4.2.10)
Για την ηλικιʆα του συʆ μπαντος σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση, αρχικαʆ εισαʆ γεται στην
(4.2.9) η τιμηʆ του amΛκαι τιʆθεται a = a0 = 1 . Έτσι:
0 =
2
3
p
1 
m;0
ln
 p
1  
m;0 + 1p

m;0
!
: (4.2.11)
Αν υποθεʆσουμε για παραʆ δειγμα οʆ τι, 
m;0 = 0:3 , προκυʆ πτει οʆ τι 0 = 0:9641, οποʆ τε
με χροʆ νο Hubble, 14:43Gyr, θα ειʆναι, t0 = 13:91Gyr. Αυτηʆ η προσεʆγγιση ειʆναι πολυʆ
ικανοποιητικηʆ , οʆ πως θα φανειʆ και στην συνεʆχεια , καταʆ την αναʆ λυση του προτυʆ -
που Benchmark.
4.2.3 Μησχετικιστικήύλη+Κοσμολογικήσταθερά+Όροςκα-
μπυλότητας
Στηνπεριʆπτωσηπουηκαμπυλοʆ τητα ειʆναι διαʆφορητουμηδενοʆ ς, προκυʆ πτουνπολυʆ
ενδιαφεʆρουσες περιπτωʆ σεις για την εξεʆλιξη της διαστοληʆ ς, καθωʆ ς η καμπυʆ λωση
του συʆ μπαντος μπορειʆ να οδηγηʆ σει σε ποικιʆλες κατασταʆ σεις, αναʆ λογα με το προʆ -
σημο της και τους συνδυασμουʆ ς με το προʆσημο της κοσμολογικηʆ ς σταθεραʆ ς Λ.
Η εξιʆσωση (4.1.21) θα λαʆ βει την εξηʆ ς μορφηʆ :
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Σχηʆ μα 4.2.1: Οι περιπτωʆ σεις του συʆ μπαντος Lemaitre (Loitering), του στατικουʆ συʆ μπαντος Einstein, του καταρ-
ρεʆοντος συʆ μπαντος και η περιʆπτωση του Big Bounce (βλ. παραʆ γραφο 4.2.3 ).
da
d
=
r

m;0
a
+ (1  
m;0   
;0) + 
;0a2: (4.2.12)
Στην παραπαʆ νω εξιʆσωση, αν θεωρηθειʆ οʆ τι οι οʆ ροι
m;0 και
;0 ειʆναι θετικοιʆ, αλλαʆ
εʆχουν τιμεʆς εʆτσι ωʆ στε να ισχυʆ ει 
m;0 + 
;0 > 1 , δηλαδηʆ η καμπυλοʆ τητα να ειʆ-
ναι θετικηʆ (αποʆ σχεʆσεις (4.1.14),(4.1.17)) , προκυʆ πτει οʆ τι για a  1 υπαʆ ρχουν
επιλογεʆς για τους οʆ ρους αυτουʆ ς, ωʆ στε η υποʆ ριζη ποσοʆ τητα να γιʆνεται αρνητικηʆ .
Αυτοʆ συνεπαʆ γεται, οʆ τι τεʆτοια συʆ μπαντα εʆχουν περιορισμοʆ ως προς τις τιμεʆς που
μπορειʆ να λαʆ βει ο scale factor τους. Ας υποθεʆσουμε εʆνα τεʆτοιο συʆ μπαν με αρχικεʆς
συνθηʆ κες a  1 και H < 0 , δηλαδηʆ ξεκιναʆ να συστεʆλλεται αποʆ καταʆ σταση που
η κοσμολογικηʆ σταθεραʆ ειʆναι η κυριʆαρχη συνιστωʆ σα. Τοʆ τε, καθωʆ ς το συʆ μπαν συ-
στεʆλλεται ο οʆ ρος (1  
m;0   
;0) γιʆνεται κυριʆαρχος στην εξιʆσωση (4.2.12) και
σαν αποτεʆλεσμα η συστοληʆ σταματαʆ . Συνεπωʆ ς, υπαʆ ρχει ελαʆ χιστη τιμηʆ για τον συ-
ντελεστηʆ κοσμικηʆ ς κλιʆμακας και στη συνεʆχεια το συʆ μπαν ωθειʆται σε διαστοληʆ . Το
φαινοʆ μενο αυτοʆ φαιʆνεται στην βιβλιογραφιʆα ως «Big Bounce» (Μεγάλη Ώθηση).
Στο συγκεκριμεʆνο συʆ μπαν δε συνεʆβη Big Bang, δηλαδηʆ
8 2 R; a() 6= 0:
Έτσι η λυʆ ση του παραπαʆ νω συʆ μπαντος προκυʆ πτει αποʆ εʆνα Π.Α.Τ που αποτελειʆται
αποʆ την εξιʆσωση (4.2.12) και την αρχικηʆ συνθηʆ κη a(0) = const , (χωριʆς βλαʆ βη,
a(0) = 1).
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Ένααʆ λλο ενδεχοʆ μενο, ειʆναι εʆνασυʆ μπανπουεμφανιʆζει το λεγοʆ μενο coastingperiod
(μεταβατικοʆ σταʆ διο), πουαναφεʆρθηκεστηνπαραʆ γραφο (3.3.2.2). Τοσυʆ μπαναυτοʆ
φαιʆνεται στην βιβλιογραφιʆα και ως «loitering universe», σε ελευʆ θερη μεταʆφραση:
«αργοʆ σχολο συʆ μπαν».
Στο δεδομεʆνο συʆ μπαν, αρχικαʆ κυριαρχειʆ η μη σχετικιστικηʆ υʆ λη και αʆ ρα a / t2/3.
Στη συνεʆχεια, ο συντελεστηʆ ς κοσμικηʆ ς κλιʆμακας διανυʆ ει μια περιʆοδο στην οποιʆα
παραμεʆνει σχεδοʆ ν σταθεροʆ ς και τελικαʆ ο κοσμολογικοʆ ς οʆ ρος γιʆνεται κυριʆαρχος με
αποτεʆλεσματοσυʆ μπανναδιαστεʆλλεται εκθετικαʆ .Μιααναλυτικηʆ λυʆ ση της (4.2.12)
ειʆναι η (3.3.21), ενωʆ στη συνεʆχεια θα δοθουʆ ν και αριθμητικεʆς λυʆ σεις (βλ. παραʆ -
γραφο 4.3.3, πιʆνακα 4.3 )
4.2.4 Πρότυπο Λ-CDM
Το μοντεʆλο αυτοʆ , ειʆναι το πλεʆον συʆ γχρονο και αποδεκτοʆ και λαμβαʆ νει υποʆψη σαν
συστατικαʆ του συʆ μπαντος, μη σχετικιστικηʆ υʆ λη (βαρυονικηʆ και ψυχρηʆ ) , σχετι-
κιστικηʆ υʆ λη (φωτοʆ νια και νετριʆνα) καθωʆ ς και σκοτεινηʆ ενεʆργεια, η οποιʆα οʆπως
ειπωʆ θηκε αντιστοιχειʆ στον κοσμολογικοʆ οʆ ρο που συνεισφεʆρει στην αιωʆ νια δια-
στοληʆ του συʆ μπαντος. Στον πιʆνακα 4.1 φαιʆνονται οι τιμεʆς αποʆ τις πιο συʆ γχρονες
μετρηʆ σεις της επιστημονικηʆ ς κοινοʆ τητας, αποʆ την αποστοληʆ Planck. Όπως φαιʆνε-
ται στον πιʆνακα, το ποσοστοʆ της ολικηʆ ς πυκνοʆ τητας ενεʆργειας που αντιστοιχειʆ σε
σκοτεινηʆ ενεʆργεια ειʆναι
;0 = 69:1 1:2% [9].
Ειʆναι επιʆσης γνωστοʆ οʆ τι η σκοτεινηʆ υʆ λη, ειʆναι μια μορφηʆ μη ορατηʆ ς υʆ λης, που συ-
νεισφεʆρει σε βαρυτικεʆς επιδραʆ σεις σε γαλαξιακεʆς κλιʆμακες και αποτελειʆ το 26:8
της πυκνοʆ τητας ενεʆργειας του συʆ μπαντος, ενωʆ η κλασσικηʆ ορατηʆ υʆ λη (αʆ τομα, χη-
μικαʆ στοιχειʆα, αεʆρια και πλαʆ σμα), δηλαδηʆ τα στοιχειʆα αποʆ τα οποιʆα συντιʆθενται
τα αʆ στρα, οι πλανηʆ τες και ο ιʆδιος ο αʆ νθρωπος, μοʆ λις το 4.9%.
Στην γενικηʆ περιʆπτωση, οʆπου η καμπυλοʆ τητα του συʆ μπαντος ειʆναι δυνατοʆ ν να
λαʆ βει οποιαδηʆποτε τιμηʆ και η καταστατικηʆ εξιʆσωση της σκοτεινηʆ ς ενεʆργειας δεν
ειʆναι συγκεκριμεʆνη, η εξιʆσωση (4.2.5) γιʆνεται:
da()
d
=


m;0
a
+ 
k +

r;0
a2
+ 
;0a
 1 3!
1/2
: (4.2.13)
Αυτοʆ ειʆναι το γενικοʆ προʆ τυπο Λ-CDM και αναʆ λογα με την ερμηνειʆα της κοσμολο-
γικηʆ ς σταθεραʆ ς και την καμπυλοʆ τητα του συʆ μπαντος προκυʆ πτουν διαφορετικεʆς
εκδοχεʆς. Το πιο διαδεδομεʆνο μοντεʆλο τυʆ που Λ-CDM, ειʆναι το 6-παραμετρικοʆ μο-
ντεʆλο Λ-CDM ηʆ μοντέλο Benchmark, το οποιʆο αναλυʆ εται στην συνεʆχεια. Παροʆ τι το
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συγκεκριμεʆνο μοντεʆλο παραμεʆνει το πιο διαʆ σημο και εʆγκυρο στον επιστημονικοʆ
κοʆ σμο, υπαʆ ρχουν παʆ ρα πολλεʆς προσεγγιʆσεις στις οποιʆες λαμβαʆ νονται υποʆψιν επι-
πλεʆον συστατικαʆ για το συʆ μπαν, ειδικαʆ σε πρωʆ ιμα σταʆ δια του. Μερικαʆ παραδειʆγ-
ματα φαιʆνονται στα [17, 18, 26, 30, 3].
4.2.5 Πρότυπο Benchmark
Στην ειδικηʆ αυτηʆ ν περιʆπτωση του μοντεʆλου Λ-CDM, θεωρειʆται οʆ τι η καμπυλοʆ τητα
του συʆ μπαντος ειʆναι μηδενικηʆ και οʆ τι ! =  1.
Έτσι η εξιʆσωση (4.2.13) γιʆνεται:
da()
d
=


m;0
a
+

r;0
a2
+ 
;0a
2
1/2
: (4.2.14)
Αποʆ τον πιʆνακα (4.1) ειʆναι φανεροʆ οʆ τι την σημερινηʆ εποχηʆ η σκοτεινηʆ ενεʆργεια
κυριαρχειʆ στο συʆ μπαν και μαʆ λιστα ειʆναι:
";0
"m;0
=

;0

m;0
=
0:7
0:3
=
7
3
: (4.2.15)
Μιας και το συʆ μπαν οʆ μως εξελιʆσσεται, ειʆναι προφανεʆς οʆ τι υπηʆ ρχε μια στιγμηʆ στο
παρελθοʆ ν, που ο λοʆγος "(a)"m(a) ηʆ ταν ιʆσος με την μοναʆ δα, δηλαδηʆ οι πυκνοʆ τητες της
μη σχετικιστικηʆ ς υʆ λης και της σκοτεινηʆ ς ενεʆργειας ηʆ ταν ιʆσες. Επειδηʆ οʆ μως η πυ-
κνοʆ τητα της κοσμολογικηʆ ς σταθεραʆ ς θεωρειʆται σταθερηʆ , αλλαʆ η πυκνοʆ τητα της
υʆ λης μειωʆ νεται οʆπως ο a 3 , για το λοʆγο των πυκνοτηʆ των μια τυχαιʆα στιγμηʆ με
συντελεστηʆ κοσμικηʆ ς κλιʆμακας a , θα ισχυʆ ει οʆ τι:
"(a)
"m(a)
=
";0
"m;0/a3
=
";0
"m;0
a3: (4.2.16)
Οποʆ τε ειʆναι προφανεʆς, οʆ τι πρεʆπει a = am =
 
3
7
1/3  0:75 , που σημαιʆνει οʆ τι
η υʆ λη και ο κοσμολογικηʆ ς οʆ ρος ειʆχαν ιʆσες πυκνοʆ τητας ενεʆργειας οʆ ταν η κλιʆμακα
του συʆ μπαντος ηʆ ταν στο 75% της σημερινηʆ ς τιμηʆ ς. Αμεʆσως μεταʆ , η κοσμολογικηʆ
σταθεραʆ γιʆνεται κυριʆαρχη συνιστωʆ σα.
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m;0 0.3089

;0 0.6911

r;0 8.4e-5
Πιʆνακας 4.1: Οι τιμεʆς των παραμεʆτρων
;0 που θα χρησιμοποιηθουʆ ν στο παροʆ ν κειʆμενο. Για τις τιμεʆς των
m;0
και
;0 χρησιμοποιηʆ θηκαν τα αποτελεʆσματα της αποστοληʆ ς Planck [9] ενωʆ για την τιμηʆ της
r;0 χρησιμοποιηʆ θηκε η
ευρεʆως διαδεδομεʆνη τιμηʆ που για παραʆ δειγμα φαιʆνεται στο εγχειριʆδιο της Barbara Ryden, [22].
Ομοιʆως, για τη σχεʆση υʆ λης-ακτινοβολιʆας:
"m;0
"r;0
=

m;0

r;0
=
0:3
8:4  10 5  3600; (4.2.17)
και αʆ ρα, μια τυχαιʆα στιγμηʆ με συντελεστηʆ κοσμικηʆ ς κλιʆμακας a ισχυʆ ει:
"m(a)
"r(a)
=
"m;0/a
3
"r;0/a4
=
"m;0
"r;0
a: (4.2.18)
Οποʆ τε, αποʆ την παραπαʆ νω σχεʆση προκυʆ πτει οʆ τι ο λοʆγος πυκνοτηʆ των γιʆνεται μο-
ναʆ δα οʆ ταν a = arm = 2:8 10 4.
Έτσι, οʆ ταν το συʆ μπαν εʆχει συνιστωʆ σες με διαφορετικαʆ !, η σχεʆση
"!() = "!;0a
 3(1+!);
μας δειʆχνει οʆ τι οʆ ταν a ! 0 στο συʆ μπαν κυριαρχειʆ η συνιστωʆ σα με το μεγαλυʆ τερο
! (εδωʆ η ακτινοβολιʆα με ! = 1) και οʆ ταν a ! 1 κυριαρχειʆ η συνιστωʆ σα με το
μικροʆ τερο ! ( κοσμολογικηʆ σταθεραʆ ).
Όπως ειπωʆ θηκε και προηγουμεʆνως, στο μοντεʆλο Benchmark οι συνιστωʆ σες στο
συʆ μπαν ειʆναι κοσμολογικηʆ σταθεραʆ , μη σχετικιστικηʆ υʆ λη και σχετικιστικηʆ υʆ λη
(ακτινοβολιʆα) με τις μετρηʆ σεις των τιμωʆ ν τους για  = 0 , οʆ πως φαιʆνεται στον
πιʆνακα (4.1) . Συνεπωʆ ς, συʆ μφωνα με τα προλεγοʆ μενα, εʆνα μοντεʆλο που περιεʆχει
μοʆ νο μη σχετικιστικηʆ υʆ λη μπορειʆ να θεωρηθειʆ μια καληʆ προσεʆγγιση οʆ ταν arm 
a  am . Για εποχεʆς κονταʆ στην τιμηʆ arm απαιτειʆται χρηʆ ση ενοʆ ς μοντεʆλου με
δυʆ ο συνιστωʆ σες , την υʆ λη και τη ακτινοβολιʆα , ενωʆ για εποχεʆς με τιμεʆς του συντε-
λεστηʆ κοσμικηʆ ς κλιʆμακας κονταʆ στην τιμηʆ am, ικανοποιητικηʆ προσεʆγγιση ειʆναι
εʆνα μοντεʆλο με υʆ λη και κοσμολογικοʆ οʆ ρο. Τεʆλος, για a am η καλυʆ τερη προσεʆγ-
γιση ειʆναι το συʆ μπαν DeSitter. Επομεʆνως, η λυʆ ση του μοντεʆλου Benchmark, που
λαμβαʆ νει υποʆψιν και τις τρεις αυτεʆς συνιστωʆ σες, θα πρεʆπει να συμπεριφεʆρεται
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΡΟΤΥΠΑ FRIEDMANN ΓΙΑ ΣΥΜΠΑΝΤΑ ΜΕ N ΣΥΝΙΣΤΩΣΕΣ 74
σε καʆ θε εποχηʆ καταʆ προσεʆγγιση οʆπως επιβαʆ λει η εκαʆ στοτε κυριʆαρχη συνιστωʆ σα
στην εποχηʆ αυτηʆ . Θα γιʆνει εμφανεʆς ακολουʆ θως, οʆ τι τα αποτελεʆσματα που θα προ-
κυʆψουν αποʆ τον αριθμητικοʆ υπολογισμοʆ , πραʆ γματι ικανοποιουʆ ν τα ανωτεʆρω (βλ.
εικοʆ να (4.3.2)).
4.3 ΑριθμητικήανάλυσητουπροτύπουBenchmark
Το προʆ τυπο Benchmark, ειʆναι εʆνα χαρακτηριστικοʆ παραʆ δειγμα του γενικουʆ μο-
ντεʆλου Friedmann και συγκεκριμεʆνα του βασικουʆ μοντεʆλου Λ-CDM και η επιʆλυση
του διʆνει πολυʆ χρηʆ σιμα αποτελεʆσματα, τα οποιʆα ειʆναι δυνατοʆ ν να συγκριθουʆ ν και
με τα πειραματικαʆ δεδομεʆνα [8], οʆ πως για παραʆ δειγμα αποʆ παρατηρηʆ σεις μακρι-
νωʆ ν supernovae. Επειδηʆ η αναλυτικηʆ του επιʆλυση ειʆναι αδυʆ νατη, στηνπαραʆ γραφο
αυτηʆ θα παρουσιαστειʆ η διαδικασιʆα αριθμητικηʆ ς του επιʆλυσης, με χρηʆ ση καταʆ λ-
ληλου λογισμικουʆ .
Το πρωʆ το βηʆ μα ειʆναι να υπολογιστειʆ αριθμητικαʆ το ολοκληʆ ρωμα :
 0
0
d =
 1
0
 
1 +
NX
i=1

i;0
 
a 1 3!i   1! 1/2 da (4.3.1)
Επειδηʆ οʆ μως η ολοκληρωτεʆα ποσοʆ τητα δεν οριʆζεται οʆ ταν a = 0, η διαδικασιʆα θα
εκτελεστειʆ προσεγγιστικαʆ , αποʆ μια στιγμηʆ e μεταʆ το Big Bang, μεʆχρι σηʆ μερα, οʆ που
ως γνωστοʆ ν, a(0) = 1 .
Για την αρχικηʆ τιμηʆ e , παροʆ τι θα πρεʆπει να ειʆναι πολυʆ μικρηʆ , θα πρεʆπει σαφωʆ ς να
αποφευχθουʆ ν εποχεʆς πριν αποʆ 10 32sec , δεδομεʆνου οʆ τι σε τεʆτοιες χρονικεʆς στιγ-
μεʆς ιʆσχυαν φαινοʆ μενα πληθωρισμουʆ και κβαντικηʆ ς βαρυʆ τητας, καʆ τι το οποιʆο δεν
λαμβαʆ νεται υποʆψιν στα κλασσικαʆ μοντεʆλα, τα οποιʆα ειʆναι αντικειʆμενο αυτηʆ ς της
εργασιʆας.
Προκειμεʆνου να γιʆνει ο υπολογισμοʆ ς οποʆ τε, θα θεωρηθειʆ οʆ τι το αʆ νω αʆ κρο ολοκληʆ -
ρωσης στο δευʆ τερο μεʆλος της (4.3.1) ειʆναι μεγαλυʆ τερο του μηδενοʆ ς, αλλαʆ πολυʆ
μικροʆ , συνεπωʆ ς μια καληʆ επιλογηʆ ειʆναι a = 10 6. Έτσι η (4.3.1) γιʆνεται
 0
0
d '
 1
10 6
 
1 +
NX
i=1

i;0
 
a 1 3!i   1! 1/2 da; (4.3.2)
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ηʆ
0 '
 1
10 6
f(a)da: (4.3.3)
Θα ολοκληρωθειʆ οποʆ τε αριθμητικαʆ το ολοκληʆ ρωμα του δεξιουʆ μεʆλους της εξιʆσω-
σης (4.3.2) προκειμεʆνου να υπολογιστειʆ η ηλικιʆα του συʆ μπαντος Benchmark. Για
την χρονικηʆ εξεʆλιξη του παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας, στην παραʆ γραφο (4.3.4)
θα χρησιμοποιηθειʆ η μεʆθοδος Runge Kutta.
O υπολογισμοʆ ς θα γιʆνει και στις δυʆ ο περιπτωʆ σεις μεʆσω MATLAB , παροʆ λα αυταʆ
δυʆ ναται να χρησιμοποιηθειʆ οποιαδηʆποτε γλωʆ σσα (FORTRAN,C++, κτλ).
Ακοʆ μαη επιʆλυσημπορειʆ να γιʆνει και με χρηʆ σηEXCELL , μεʆσωτου τυʆ που τραπεζιʆου.
Ειʆναι βασικοʆ τατης σημασιʆας το γεγονοʆ ς οʆ τι οι εξισωʆ σεις εʆχουν κανονικοποιηθειʆ
ωʆ στε να ειʆναι αδιαʆ στατες, καθωʆ ς καʆ τι τεʆτοιο συνεισφεʆρει θετικαʆ στην αποφυγηʆ
ανεπιθυʆ μητων σφαλμαʆ των, δεδομεʆνου οʆ τι η μεταβλητηʆ του χροʆ νου t ειʆναι μεγαʆ -
λης ταʆ ξης, ενωʆ ο a(t) μικρηʆ ς. Η κανονικοποιʆηση οδηγειʆ σε αδιαʆ στατα μεγεʆθη ταʆ -
ξεως τηςμοναʆ δας γεγονοʆ ς πολυʆ βολικοʆ προκειμεʆνου να εξαλειφθουʆ ν τασφαʆ λματα
εξαιτιʆας των μετατροπωʆ ν μοναʆ δων. Η ακριʆβεια των αποτελεσμαʆ των ειʆναι δυνα-
τοʆ ν να ελεγχθειʆ ευʆ κολα, εφαρμοʆ ζοντας την ιʆδια μεʆθοδο για καʆ ποιο αποʆ τα απλαʆ
προʆ τυπα που εʆχει αναλυτικηʆ λυʆ ση (πχ το συʆ μπαν EdS), προκειμεʆνου να συγκρι-
θουʆ ν τα αναλυτικαʆ με τα αριθμητικαʆ αποτελεʆσματα. Έχει επιʆσης ενδιαφεʆρον να
εκτελεʆσει κανειʆς τη διαδικασιʆα για ποικιʆλες τιμεʆς των παραμεʆτρων, δηλαδηʆ για
διαφορετικαʆ συʆ μπαντα και να συγκριθουʆ ν τα αποτελεʆσματα με αυταʆ που διʆνει το
προʆ τυπο Benchmark.
Παρακαʆ τωδιʆνεται μιασυʆ ντομηπεριγραφηʆ τωνμεθοʆ δων Simpsonκαι RungeKutta
βασιζοʆ μενη στα συγγραʆ μματα [1, 2].
4.3.1 Η μέθοδος αριθμητικής ολοκλήρωσης Simpson
Η μεʆθοδος Simpson, ειʆναι μια αριθμητικηʆ μεʆθοδος, που υπολογιʆζει προσεγγιστικαʆ
την τιμηʆ ενοʆ ς ορισμεʆνου ολοκληρωʆ ματος μιας συναʆ ρτησης, η οποιʆα προσεγγιʆζεται
μεʆσω πολυωνυʆ μων δευτεʆρου βαθμουʆ . Ο απλοʆ ς τυʆ πος Simpson για μια συναʆ ρτηση
f ειʆναι:
 b
a
f(x)dx  h
3
(f0 + 4f1 + f2); (4.3.4)
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οʆπου, h = b an και f0 = f(x0) = f(a),f1 = f(x1) = f(x0 + h),f2 = f(x2) = f(b)
με n+ 1 τον αριθμοʆ των σημειʆων (κοʆ μβων) fxigni=0του διαστηʆ ματος [a; b].
To σφαʆ λμα της διαδικασιʆας αποδεικνυʆ εται οʆ τι ειʆναι
es =
h5
90
jf (4)()j;
οʆπου  , καʆ ποιο σημειʆο στο διαʆ στημα [a; b] :
Η ακριʆβεια της μεθοʆ δου αυξαʆ νει αν αυξηθουʆ ν τα σημειʆα της διαμεʆρισης του δια-
στηʆ ματος. Τοʆ τε χρησιμοποιειʆται ο συʆ νθετος τυʆ πος Simpson ο οποιʆος γραʆφεται:
 b
a
f(x)dx  h
3
24f(x0) + 2 n/2 1X
j=1
f(x2j) + 4
n/2X
j=1
f(x2j 1) + f(xn)
35 ; (4.3.5)
οʆπου, xj = a + jh , για j = 0; 1; :::; n   1, με h = b an ,x0 = a, xn = b , ενωʆ εδωʆ το
σφαʆ λμα ικανοποιειʆ την σχεʆση:
jE(f)j  h
4
180
(b  a)
f (4)
1
: (4.3.6)
4.3.2 Η μέθοδος Runge Kutta
Έστω το προʆ βλημα αρχικωʆ ν τιμωʆ ν
y
0
= f(x; y); (4.3.7)
y(t0) = y0: (4.3.8)
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΡΟΤΥΠΑ FRIEDMANN ΓΙΑ ΣΥΜΠΑΝΤΑ ΜΕ N ΣΥΝΙΣΤΩΣΕΣ 77
Προκειμεʆνου το προʆ βλημα να λυθειʆ αριθμητικαʆ σε εʆνα διαʆ στημα [a; b], οριʆζονται
διακριτεʆς τιμεʆς xn με n = 1; 2; :::; N τεʆτοιες ωʆ στε,
a = x0 < x1 < ::::::: < xN = b;
με βηʆ μα h = xn+1   xn , και συνεπωʆ ς η λυʆ ση θα υπολογιʆζεται προσεγγιστικαʆ ως:
yn  y(xn); (4.3.9)
σε καʆ θε σημειʆο n. Συχναʆ θεωρουʆ με οʆ τι το βηʆ μα διʆνεται ως,
h =
b  a
N
: (4.3.10)
Στην μεʆθοδο Runge-Kutta 4ης ταʆ ξης χρησιμοποιειʆται ο εξηʆ ς αλγοʆ ριθμος:
yn+1 = yn +
h
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4); (4.3.11)
οʆπου
k1 = f(xn; yn);
k2 = f(xn +
h
2
; yn +
h
2
k1);
k3 = f(xn +
h
2
; yn +
h
2
k2);
k4 = f(xn + h; yn + hk3):
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Το τοπικοʆ σφαʆ λμα αποκοπηʆ ς της μεθοʆ δου στο xk+1, δηλαδηʆ το σφαʆ λμα για εʆνα
βηʆ μα ξεκινωʆ ντας αποʆ το yk = y(xk) , οριʆζεται με
ek+1 = y(xk+1)  yk+1; (4.3.12)
οʆπου yk+1, η προσεʆγγιση που υπολογιʆζεται αποʆ την μεʆθοδο. Για μια μεʆθοδο ταʆ ξης
m , το σφαʆ λμα ειʆναι ταʆ ξης hm+1k , λοʆγω κατασκευηʆ ς της μεθοʆ δου. Συνεπωʆ ς εδωʆ το
τοπικοʆ σφαʆ λμα αποκοπηʆ ς θα ειʆναι της ταʆ ξης του h5k.
4.3.3 Αριθμητικός υπολογισμός με τη μέθοδο Simpson
Όπως αναφεʆρθηκε και παραπαʆ νω, το πρωʆ το βηʆ μα της αριθμητικηʆ ς αναʆ λυσης ειʆ-
ναι να υπολογιστειʆ μεʆσω της συʆ νθετης μεθοʆ δου Simpson η τιμηʆ 0 για τις διαʆφορες
περιπτωʆ σεις συμπαʆ ντων και ειδικοʆ τερα για το προʆ τυπο Benchmark. Στην συνεʆ-
χεια θα επιλυθειʆ η διαφορικηʆ εξιʆσωση Friedmann μεʆσω της μεθοʆ δου Runge Kutta.
Εναλλακτικαʆ κανειʆς, θα μπορουʆ σε να επαναλαʆ βει την μεʆθοδο Simpson διαδοχικαʆ
για διαφορετικεʆς τιμεʆς του καʆ τω αʆ κρου ολοκληʆ ρωσης της (4.3.2), προκειμεʆνου
να λαʆ βει μια τιμηʆ του ολοκληρωʆ ματος (δηλαδηʆ του χροʆ νου) για καʆ θε αʆ κρο ολο-
κληʆ ρωσης (δηλαδηʆ του παραʆ γοντα κοσμικηʆ ς κλιʆμακας). Έτσι θα προεʆκυπτε μια
χρονικηʆ εξεʆλιξη του scale factor, χρησιμοποιωʆ ντας μοʆ νο την μεʆθοδο Simpson. Για
μια τεʆτοια αντιμετωʆ πιση ο αναγνωʆ στης παραπεʆμπεται στο αʆ ρθρο [8].
Για τον υπολογισμοʆ εδωʆ θα χρησιμοποιηθειʆ το προʆγραμμα simpsons.m που υλο-
ποιειʆ την μεʆθοδο Simpson στο MATLAB και ειʆναι το ακοʆ λουθο:
                                         
f unc t i on I = simpsons ( f , a , b , n )
h=(b a )/n ;
x i =a : h : b ;
I = h/3*( f ( x i (1))+2*sum( f ( x i ( 3 : 2 : end 2)))
+4*sum( f ( x i ( 2 : 2 : end ) ) )+ f ( x i ( end ) ) ) ;
end
                                         
Εν συνεχειʆα θα πρεʆπει να οριστειʆ καταʆ λληλα η παρακαʆ τω συναʆ ρτηση του προ-
βληʆ ματος:
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f(a) = 1/
r

m;0
a
+

r;0
a2
+ 
;0a2 + 1 
0; (4.3.13)
για τις διαʆφορες τιμεʆς των παραμεʆτρων 
i;0 , αναʆ λογα με το προʆ τυπο που θα επι-
λυθειʆ.
Ειʆναι σημαντικοʆ σανπρωʆ το βηʆ μα, να ελεγχθειʆ η ακριʆβεια τουαλγοριʆθμου Simpson
στην πραʆ ξη, εκτελωʆ ντας τον υπολογισμοʆ για μια περιʆπτωσηπου υφιʆσταται η ανα-
λυτικηʆ λυʆ ση, για παραʆ δειγμα στην απληʆ περιʆπτωση ενοʆ ς συʆ μπαντος μηδενικηʆ ς
καμπυλοʆ τητας με μοναδικηʆ συνιστωʆ σα την μη σχετικιστικηʆ υʆ λη (συʆ μπαν EdS),
δηλαδηʆ με συναʆ ρτηση κοσμικηʆ ς κλιʆμακας που διʆνεται αποʆ την εξιʆσωση (2.7.16)
αποʆ την οποιʆα, 0 = 2/3. Στο συγκεκριμεʆνο μοντεʆλο, ειʆναι 
r;0 = 
;0 = 0 και

m;0 = 
0 = 1 , οποʆ τε η συναʆ ρτηση f γιʆνεται:
f(a) = 1/
p
1/a: (4.3.14)
Οριʆζοντας την στην γραμμηʆ εντολωʆ ν του MATLAB και καλωʆ ντας την συναʆ ρτηση
simpsons προκυʆ πτει το ακοʆ λουθο αποτεʆλεσμα:
>>format long
>> f =@( x ) 1 . / sqr t ( 1 . / x ) ;
>> I =simpsons ( f ,0 .000001 ,1 ,50000)
I = 0.666666663178341
Εδωʆ επιλεʆχθηκε Ν = 50000, δηλαδηʆ h  10 5και οʆπως φαιʆνεται ευʆ κολα, η δια-
φοραʆ αποʆ την πραγματικηʆ τιμηʆ ειʆναι, 2/3   jIj  3:5  10 9, δηλαδηʆ πολυʆ ικανο-
ποιητικηʆ .
Στο προʆ τυπο Benchmark τωʆ ρα, συʆ μφωνα με τις μετρηʆ σεις της πιο προʆσφατης
αποστοληʆ ς Planck (2015) [9], οʆ πως φαιʆνεται και στον πιʆνακα (4.1), θα ειʆναι:

m;0 = 0:3089 ,
m;0 = 0:6911 ,
m;0 = 8:4  10 5 ,
0 = 1 (μηδενικηʆ καμπυλοʆ τητα)
, οποʆ τε η συναʆ ρτηση f γιʆνεται
f(a) = 1/
r
0:3089
a
+
8:4  10 5
a2
+ 0:6911a2: (4.3.15)
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Συʆ μπαν 
0 
m;0 
r;0 
;0 
 0 t0(Gyr)
Matter only 1 1 0 0 0 0.6666 9.61
Radiation only 1 0 1 0 0 0.5 7.22
Matter+Λ 1 0.3 0 0.7 0 0.9641 13.91
Benchmark 1 0.3089 8.4e-5 0.6911 0 0.9559 13.7973
Matter+curvature1 1.5 1.5 0 0 -0.5 0.6113 8.821
Matter+curvature2 0.5 0.5 0 0 0.5 0.7535 10.87
Matter+Lambda+curvature1 1.5 0.7 0 0.8 -0.5 0.8262 11.92
Matter+Lambda+curvature2 0.5 0.3 0 0.2 0.5 0.8440 12.18
Lambda+curvature1 0.5 0 0 0.5 0.5 1.2464 17.99
Πιʆνακας 4.2: e και ηλικιʆα για διαʆφορα συʆ μπαντα αναʆ λογα με τις τιμεʆς των 
!i;0των συνιστωσωʆ ν τους οʆπως
προκυʆ πτουν αποʆ την εφαρμογηʆ της μεθοʆ δου Simpson. Tο προʆ τυπο Benchmark διʆνει ηλικιʆα που προσεγγιʆζει πολυʆ
καλαʆ το αποτεʆλεσμα της αποστοληʆ ς Planck’15 (13:799±0:021×109years)
Οποʆ τε οριʆζοντας την στην γραμμηʆ εντολωʆ ν τουMATLABκαι καλωʆ ντας την συναʆ ρ-
τηση simpsons, το αποτεʆλεσμα θα ειʆναι το παρακαʆ τω:
>>format long
>> f =@( x ) 1 . / sqr t (0 . 3089 . / x+8.4*10^ 5./ x . ^2+0 .6911 . * x . ^ 2 ) ;
>> I =simpsons ( f ,0 .000001 ,1 ,50000)
I = 0.955855844431214
Δηλαδηʆ , υπολογιʆστηκε οʆ τι, 0 = 0:955855844431214 και πολλαπλασιαʆ ζοντας με
χροʆ νο Hubble H 10 = 14:432519Gyr, προκυʆ πτει η ηλικιʆα του συʆ μπαντος, t0 =
0H
 1
0 = 13:7973Gyr , τιμηʆ που απεʆχει μοʆ λις 0.03% αποʆ τον υπολογισμοʆ της απο-
στοληʆ ς Planck [9].
Στον πιʆνακα (4.2) αναγραʆφονται οι τιμεʆς των 0 και οι αντιʆστοιχες ηλικιʆες t0 για
διαʆφορα συʆ μπαντα αναʆ λογα με τις συνιστωʆ σες τους.
4.3.4 Επίλυση της διαφορικής εξίσωσης Friedmann μέσω της
μεθόδου Runge-Kutta
Συʆ μφωνα με τα προλεγοʆ μενα στην παραʆ γραφο 4.3.2, η εξιʆσωση Friedmann
a
0
=
 
1 +
NX
i=1

i;0
 
a 1 3!i   1!1/2 = f(; a);
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ειʆναι δυνατοʆ ν να επιλυθειʆ αριθμητικαʆ , για δεδομεʆνες τιμεʆς των παραμεʆτρων 
i;0
με χρηʆ ση της μεθοʆ δου Runge Kutta.
Παρακαʆ τω, θα εκτελεστειʆ η επιʆλυση για διαʆφορα συʆ μπαντα και ιδιαιʆτερη σημα-
σιʆα θα δοθειʆ κυριʆως στην περιʆπτωση του προτυʆ που Benchmark. Παροʆ λα αυταʆ ,
τονιʆζεται και παʆ λι, οʆ τι αξιʆζει να εκτελεστειʆ ο αριθμητικοʆ ς υπολογισμοʆ ς ακοʆ μα και
για τις περιπτωʆ σεις στις οποιʆες υπαʆ ρχουν αναλυτικεʆς λυʆ σεις, προκειμεʆνου να συ-
γκριθουʆ ν οι αριθμητικεʆς με τις ακριβειʆς λυʆ σεις. Τα αποτελεʆσματα συγκεντρωʆ νο-
νται στον πιʆνακα (4.3) για τις διαʆφορες περιπτωʆ σεις συμπαʆ ντων και στο σχηʆ μα
(6.0.2) φαιʆνονται συγκεντρωμεʆνες οι γραφικεʆς τους παρασταʆ σεις.
Αναζητειʆται λυʆ ση για την διαφορικηʆ εξιʆσωση Friedmann στο διαʆ στημα [0; 2] ² θε-
ωρωʆ ντας οʆ τι a(0) ' 10 6. Επιλεʆγεται βηʆ μα h = 2  10 5 (N=100000) και χρησιμο-
ποιειʆται τοακοʆ λουθοπροʆγραμμαμεοʆ νομα rk4.mπουυλοποιειʆ την4-παραμετρικηʆ
μεʆθοδο Runge Kutta στοMATLAB.
                                         
f unc t i on [T , Y ] = rk4 ( f , a , b , ya ,m)
h = (b   a )/m;
T = zeros (1 ,m+1) ;
Y = zeros (1 ,m+1) ;
T(1) = a ;
Y (1) = ya ;
f o r j =1:m,
t j = T( j ) ;
y j = Y( j ) ;
k1 = h* f e v a l ( f , t j , y j ) ;
k2 = h* f e v a l ( f , t j +h/2 , y j +k1 /2 ) ;
k3 = h* f e v a l ( f , t j +h/2 , y j +k2 /2 ) ;
k4 = h* f e v a l ( f , t j +h , y j +k3 ) ;
Y( j +1) = y j + ( k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4 )/6 ;
T( j +1) = a + h* j ;
end
                                         
Η συναʆ ρτηση f στο συγκεκριμεʆνο προʆ βλημα θα ειʆναι η:
²Το αʆ νω αʆ κρο n του διαστηʆ ματος [0,n] ειʆναι ελευʆ θερο, παροʆ λα αυταʆ οʆ σο μεγαλωʆ νει, για να πετυʆ χουμε την επιθυ-
μητηʆ ακριʆβεια στον υπολογισμοʆ , καλοʆ ειʆναι να αυξηʆ σουμε και τον αριθμοʆ βημαʆ των.
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Σχηʆ μα 4.3.1: Σφαʆ λμα μεθοʆ δου Runge Kutta για το συʆ μπαν EdS
f(; a) =
r

m;0
a
+

r;0
a2
+ 
;0a2 + 1 
0; (4.3.16)
αναʆ λογα με το ποιο συʆ μπαν ειʆναι αντικειʆμενο μελεʆτης.
Όπωςκαιστηνπεριʆπτωσητουυπολογισμουʆ τουολοκληρωʆ ματοςστηνπαραʆ γραφο
(4.3.3) εʆτσι και εδωʆ αξιʆζει να ελεγχθειʆ η ακριʆβεια της μεθοʆ δου Runge Kutta και αʆ ρα
θα εκτελεστειʆ αρχικαʆ ο υπολογισμοʆ ς για το συʆ μπαν ΕdS , στο οποιʆο η (4.3.16) γιʆ-
νεται
f(; a) = a 1/2: (4.3.17)
Μεʆσω των παρακαʆ τω εντολωʆ ν, οριʆζεται η ακριβηʆ ς λυʆ ση, εκτελειʆται ο προσεγγι-
στικοʆ ς υπολογισμοʆ ς και δημιουργειʆται η γραφικηʆ παραʆ σταση του σφαʆ λματος, δη-
λαδηʆ της αποʆ λυτης διαφοραʆ ς της προσεγγιστικηʆ ς αποʆ την ακριβηʆ λυʆ ση (σχ.4.3.1).
>> x = [ 0 : 0 . 0 0002 : 2 ] ;
>> y = (3/2 . * x ) . ^ ( 2 / 3 ) ;
>>[ t , a ]= rk4 ( ’ f ’ , 0 , 2 ,0 .000001 ,100000) ;
>> p l o t ( t , abs ( y a ) )
Αποʆ την γραφικηʆ παραʆ σταση για την χρονικηʆ εξεʆλιξη τουσφαʆ λματος ειʆναιφανεροʆ
οʆ τι μεταʆ τα πρωʆ τα βηʆ ματα, error  10 4.
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 a()
Benchmark EdS 
m;0 = 
0 = 0:5

m;0 = 0:3 
m;0 = 0:999916, 
m;0 = 0:8,

;0 = 0:7,k = 0 
r;0 = 8:4  10 5 ,k = 0 
;0 = 2,
k;0 =  1:8
0 1.000e-6 1.000e-6 1.000e-6 1.000e-6 1.000e-6 1.000e-6
0.2 0.3129 0.4483 0.3804 0.3022 0.4506 0.3386
0.4 0.5011 0.7115 0.5257 0.4897 0.7161 0.4786
0.6 0.6766 0.9323 0.8433 0.6639 0.9363 0.5836
0.8 0.8569 1.1294 1.0463 0.8426 1.1330 0.6876
1 1.0522 1.3105 1.2400 1.0364 1.3138 0.8127
1.2 1.2711 1.4798 1.4271 1.2535 1.4830 0.9786
1.4 1.5213 1.6400 1.6093 1.5019 1.6430 1.2064
1.6 1.8109 1.7927 1.7876 1.7898 1.7955 1.5202
1.8 2.1488 1.9399 1.9627 2.1260 1.9418 1.9492
2 2.5449 2.0802 2.1352 2.5205 2.0828 2.5310
Πιʆνακας 4.3: Ενδεικτικεʆς τιμεʆς των αριθμητικωʆ ν λυʆ σεων των διαʆφορωνπροτυʆ πων.(αναʆ 10000 βηʆ ματα).Στηʆ λη2:
Benchmark, Στηʆ λη3: μοʆ νο υʆ λη (EdS), Στηʆ λη4: υʆ λη με θετικηʆ καμπυλοʆ τητα, Στηʆ λη4: υʆ λη με αρνητικηʆ καμπυλοʆ τητα,
Στηλη5: Ύλη + Λ>0 (κ=0) , Στηʆ λη6: Ύλη +ακτινοβολιʆα, Στηʆ λη7: Loitering = Ύλη + Λ>0 (κ>0)
Για το προʆ τυπο Benchmark τωʆ ρα, η συναʆ ρτηση f διαμορφωʆ νεται καταʆ λληλα ει-
σαʆ γοντας τις γνωστεʆς τιμεʆς για τις πυκνοʆ τητες ενεʆργειας:
f(; a) =
r
0:3089
a
+
8:4  10 5
a2
+ 0:6911a2: (4.3.18)
Εν συνεχειʆα, ο υπολογισμοʆ ς εκτελειʆται ξαναʆ για την νεʆα συναʆ ρτηση f και τελικαʆ
δημιουργειʆται η γραφικηʆ παραʆ σταση της χρονικηʆ ς εξεʆλιξης του παραʆ γοντα κοσμι-
κηʆ ς κλιʆμακας (σχηʆ μα 4.3.2) μεʆσω των ακοʆ λουθων εντολωʆ ν στο MATLAB.
>>[ t , a ]= rk4 ( ’ f ’ , 0 , 2 ,0 .000001 ,100000) ;
>> p l o t ( t , a )
Η διαδικασιʆα δυʆ ναται να επαναληφθειʆ για διαʆφορα προʆ τυπα καταʆ τον ιʆδιο τροʆπο,
αντικαθιστωʆ ντας τις καταʆ λληλες τιμεʆς των παραμεʆτρων 
i;0. Στον πιʆνακα (4.3)
φαιʆνονται συγκεντρωτικαʆ τα αποτελεʆσματα για τις εκαʆ στοτε αριθμητικεʆς λυʆ σεις.
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Σχηʆ μα 4.3.2: Γραφικηʆ παραʆ σταση συʆ μπαντος Benchmark
Εύρεση Σημείου Καμπής
Αποʆ την εξιʆσωση Friedmann (4.3.16) για το προʆ τυπο Benchmark, θα ειʆναι:
a
0
=
r
0:3089
a
+
8:4  10 5
a2
+ 0:6911a2: (4.3.19)
Παραγωγιʆζοντας την παραπαʆ νω σχεʆση ως προς  εʆπεται οʆ τι:
a
00
=
1
2a0

0:3089
a
+
8:4  10 5
a2
+ 0:6911a2
0
: (4.3.20)
Άρα, για να μηδενιʆζεται η δευʆ τερη παραʆ γωγος αρκειʆ:

0:3089
a
+
8:4  10 5
a2
+ 0:6911a2
0
= 0; (4.3.21)
ηʆ
1:3822a4   0:3089a  16:8  10 5 = 0: (4.3.22)
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΠΡΟΤΥΠΑ FRIEDMANN ΓΙΑ ΣΥΜΠΑΝΤΑ ΜΕ N ΣΥΝΙΣΤΩΣΕΣ 85
Η τριτοβαʆ θμια πολυωνυμικηʆ εξιʆσωση (4.3.22) επιλυʆ εται ευʆ κολα στο MATLAB , με
χρηʆ ση της μεθοʆ δου Newton-Raphson, [1] επιλεʆγοντας σαν αρχικηʆ τιμηʆ την a = 0:5
και σαν αποτεʆλεσμα λαμβαʆ νει κανειʆς την μια αποʆ τις δυʆ ο πραγματικεʆς της λυʆ σεις:
a = 0:607033:
Μελετωʆ ντας τις τιμεʆς αποʆ τον υπολογισμοʆ της Runge Kutta, αλλαʆ και την γραφικηʆ
παραʆ σταση της λυʆ σεως, ευʆ κολα διαπιστωʆ νεται οʆ τι αυτηʆ η τιμηʆ αντιστοιχειʆ καταʆ
προσεʆγγιση στην
 ' 0:52: (4.3.23)
Και αʆ ρα μια προσεʆγγιση για το σημειʆο καμπηʆ ς της συναʆ ρτησης κοσμικηʆ ς κλιʆμακας
ειʆναι το (0:5; 0:6). Δηλαδηʆ η διαστοληʆ αʆ ρχισε να γιʆνεται επιταχυνοʆ μενη οʆ ταν το
συʆ μπαν ειʆχε ηλικιʆα περιʆπου 7:2Gyr.
Κεφάλαιο 5
Ποιοτική Ανάλυση του
συστήματος Friedmann
Στα προηγουʆ μενα κεφαʆ λαια εʆγινε σαφεʆς οʆ τι, οι εξισωʆ σεις Friedmann, σε συνδυα-
σμοʆ με την εξιʆσωση διατηʆ ρησης αποτελουʆ ν εʆνα συʆ στημα δυο ανεξαʆ ρτητων εξι-
σωʆ σεων με τρεις αʆ γνωστες συναρτηʆ σεις: του συντελεστηʆ κοσμικηʆ ς κλιʆμακας, της
πυκνοʆ τητας ενεʆργειας και της πιʆεσης. Με τη βοηʆ θεια της καταστατικηʆ ς εξιʆσωσης,
το συʆ στημα λυʆ νεται αναλυτικαʆ ηʆ αριθμητικαʆ , οʆ πως παρουσιαʆ στηκε στην πορειʆα
της εργασιʆας και σε καʆ θε περιʆπτωσηλαμβαʆ νεται μια εʆκφρασηγια τις συναρτηʆ σεις
αυτεʆς, αποʆ τις οποιʆες συνεπαʆ γονται χρηʆ σιμα συμπεραʆ σματα.
Στο κεφαʆ λαιο αυτοʆ , θα εξεταστειʆ μια διαφορετικηʆ προσεʆγγιση οʆσον αφοραʆ στην
αντιμετωʆ πιση του δυναμικουʆ αυτουʆ συστηʆ ματος, καθωʆ ς θα αναλυθειʆ ποιοτικαʆ ,
ακολουθωʆ ντας σαν προʆ τυπο την αναʆ λυση του αʆ ρθρου «A Dynamical Study of The
Friedmann Equations» των Jean-Philippe Uzan και Roland Lehoucq[27] . Σκοποʆ ς
ειʆναι να προσδιοριστειʆ το πεδιʆο φαʆ σεων και να διερευνηθουʆ ν τα κριʆσιμα σημειʆα
ως προς την ευσταʆ θεια τους, προκειμεʆνου να μελετηθουʆ ν οι ασυμπτωτικεʆς κατα-
σταʆ σεις του συʆ μπαντος.
Έστω λοιποʆ ν εʆνα συʆ μπαν με οʆ ρο καμπυλοʆ τητας, κοσμολογικηʆ σταθεραʆ και υʆ λη,
στο οποιʆο οριʆζονται οι εξηʆ ς μεταβλητεʆς :

 =
8G"
3c2H2
; (5.0.1)

 =
c2
3H2
; (5.0.2)

k =
 kc2
a2R20H
2
; (5.0.3)
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οι οποιʆες ικανοποιουʆ ν την σχεʆση:

 + 
 + 
k = 1: (5.0.4)
Ηκαταστατικηʆ εξιʆσωσητουπαγκοʆσμιουρευστουʆ , διαπιστωʆ θηκε οʆ τι ειʆναι μιασχεʆ-
ση της μορφηʆ ς, p = !" και στην περιʆπτωση της μη σχετικιστικηʆ ς υʆ λης τεʆθηκε,
! = 0. Παροʆ λα αυταʆ παρουσιαʆ ζει ιδιαιʆτερο ενδιαφεʆρον να μελετηθειʆ το προʆ βλημα
και στην γενικηʆ του περιʆπτωση οʆπου το ! λαμβαʆ νει μια οποιαδηʆποτε τιμηʆ καθωʆ ς
εʆτσι θα ειʆναι εφικτοʆ να μελετηθουʆ ν οι διαφορετικεʆς ασυμπτωτικεʆς συμπεριφο-
ρεʆς ενοʆ ς συʆ μπαντος, αναʆ λογα με την καταστατικηʆ του εξιʆσωση. Συνεπωʆ ς εδωʆ θα
θεωρηθειʆ, οʆ τι στην καταστατικηʆ εξιʆσωση η συνιστωʆ σα που αντιστοιχειʆ στην με-
ταβλητηʆ 
 εʆχει τυχουʆ σα τιμηʆ για την παραʆ μετρο !, η οποιʆα οʆ μως δεν θα μπορειʆ
να λαʆ βει τις τιμεʆς !1 =  1 και !2 =  1/3 , μιας και αυτεʆς αντικατοπτριʆζουν ρευ-
σταʆ κοσμολογικηʆ ς σταθεραʆ ς και καμπυλοʆ τητας, αντιʆστοιχα, οι οʆ ροι των οποιʆων
εʆχουν οριστειʆ ξεχωρισταʆ παραπαʆ νω. Σημειωʆ νεται οʆ τι αποʆ την καταστατικηʆ εξιʆ-
σωση προκυʆ πτει για τις δεδομεʆνες μεταβλητεʆς
i:
"
0
=  3 (! + 1) ": (5.0.5)
5.1 Εξαγωγή του δυναμικού συστήματος
Αρχικαʆ , μια σημαντικηʆ παρατηʆ ρηση ειʆναι οʆ τι:
_H =
a
a
 H2: (5.1.1)
Έτσι χρησιμοποιωʆ ντας τον ορισμοʆ της παραμεʆτρου επιβραʆ δυνσης αποʆ το κεφαʆ -
λαιο 2 προκυʆ πτει η παρακαʆ τω σχεʆση:
_H
H2
=  (1 + q); (5.1.2)
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οʆπου εδωʆ η παραʆ μετρος επιβραʆ δυνσης οριʆζεται ως
q  3! + 1
2
(1  
k)  3! + 3
2

: (5.1.3)
Στο σημειʆο αυτοʆ ειʆναι βολικοʆ να γιʆνει ο μετασχηματισμοʆ ς s = lna. Τοʆ τε, καʆ θε μεʆ-
γεθος Χ θα εʆχει παραʆ γωγο ως προς s που θα διʆνεται αποʆ τη σχεʆση
dX
ds
 X 0 =
_X
H
: (5.1.4)
Έτσι η (5.1.2) απλοποιειʆται ως:
H
0
H
=  (1 + q); (5.1.5)
ενωʆ
a
0
= a: (5.1.6)
Οποʆ τε, ανπαραγωγισθουʆ ν ταμεγεʆθη
,
 και
kωςπρος τηνεʆα αδιαʆ στατηλογα-
ριθμικηʆ μεταβλητηʆ s και χρησιμοποιωʆ ντας την εʆκφραση (5.1.5) για την παραʆ γωγο
H
0 καθωʆ ς και την (5.0.5), προκυʆ πτει το συʆ στημα:


0
= (2q + 2  3 (! + 1))
; (5.1.7)


0
 = 2 (1 + q) 
; (5.1.8)


0
k = 2q
k; (5.1.9)
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΠΟΙΟΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ FRIEDMANN 89
με


0
+ 

0
 + 

0
k = 0; (5.1.10)
σαν αʆ μεση συνεʆπεια της σχεʆσης (5.0.4).
Επειδηʆ οʆ μωςυπαʆ ρχει ησχεʆση (5.0.4), η μεταβλητηʆ 
 υπολογιʆζεται αλγεβρικαʆ (εφοʆ -
σον υπολογιστουʆ ν τα
και
k), οποʆ τε μελεταʆ ται μοναʆ χα το συʆ στημα των (5.1.8)
και (5.1.9).
Έτσι το συʆ στημα που θα μελετηθειʆ θα ειʆναι το:


0
k = 2q
k = f(
; 
k;!); (5.1.11)


0
 = 2 (1 + q) 
 = g(
; 
k;!): (5.1.12)
Το παραπαʆ νω ειʆναι το δυναμικό σύστημα Friedmann και προʆ κειται για εʆνα 2  2
πρωʆ της ταʆ ξης δυναμικοʆ συʆ στημα.
Ορισμός 1. Έστω το δυναμικοʆ συʆ στημα
x0(t) = f(t; x): (5.1.13)
Όταν η διανυσματικηʆ συναʆ ρτηση f δεν εξαρταʆ ται αʆ μεσα αποʆ την μεταβλητηʆ του
χροʆ νου, δηλαδηʆ ειʆναι f(t; x) = f(x(t)), τοʆ τε το δυναμικοʆ συʆ στημα (5.1.13) καλειʆται
αυτόνομο.
Ειʆναι προφανεʆς συʆ μφωναμε τονπαραπαʆ νωορισμοʆ , οʆ τι το συʆ στημαFriedmann ειʆ-
ναι αυτοʆ νομο. Ο αυτοʆ νομος χαρακτηʆ ρας του συστηʆ ματος Friedmann, παρεʆχει τη
δυνατοʆ τητα να αναχθειʆ η μελεʆτη του προβληʆ ματος στο πεδιʆο των n = 2 διασταʆ -
σεων, και οʆχι στο χωʆ ρο των λυʆ σεων, που ειʆναι τριωʆ ν διασταʆ σεων.
5.2 Προσδιορισμός κρίσιμων σημείων
Ορισμός 2. Ένα σημειʆο x0στο οποιʆο ισχυʆ ει f(x0) = 0, ονομαʆ ζεται κριʆσιμο (ηʆ σταʆ -
σιμο) σημειʆο του συστηʆ ματος (5.1.13)
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Η σημασιʆα των κριʆσιμων σημειʆων, εʆγκειται στο γεγονοʆ ς οʆ τι οʆ λες οι τροχιεʆς στον
χωʆ ροφαʆ σεων εʆχουν συμπεριφοραʆ που καθοριʆζεται αποʆ την θεʆση και τηφυʆ ση των
σημειʆων αυτωʆ ν. Επιʆσης ισχυʆ ουν τα ακοʆ λουθα:
• Αποʆ καʆ θε σημειʆο x0 του χωʆ ρου φαʆ σεων περναʆ μοναδικηʆ τροχιαʆ .
• Τροχιαʆ που ξεκιναʆ αποʆ μη κριʆσιμο σημειʆο δεν μπορειʆ να φταʆ σει σε κριʆσιμο
σημειʆο σε πεπερασμεʆνο χροʆ νο.
• Τροχιαʆ που περναʆ αποʆ μη κριʆσιμο σημειʆο μια τουλαʆ χιστον φοραʆ , δεν μπορειʆ
να ξαναπεραʆ σει, εκτοʆ ς αν η τροχιαʆ ειʆναι κλειστηʆ (περιοδικηʆ λυʆ ση).
Το πρωʆ το βηʆ μα μελεʆτης του συστηʆ ματος Friedmann, ειʆναι η ευʆ ρεση των κριʆσιμων
σημειʆων και ο προσδιορισμοʆ ς του ειʆδους τους. Συʆ μφωνα με τον ορισμοʆ 2 αναζη-
τουʆ νται τα σημειʆα για τα οποιʆα ισχυʆ ει,
0k = 

0
 = 0 , ηʆ ισοδυʆ ναμα, g(
; 
k;!) =
f(
; 
k;!) = 0. Τα σημειʆα αυταʆ αντιπροσωπευʆ ουν σημειʆα ισορροπιʆας και ειʆναι
δυνατοʆ ν να ειʆναι ασταθηʆ ηʆ ευσταθηʆ .
Μηδενιʆζοντας τα δευʆ τερα μεʆλη των εξισωʆ σεων (5.1.8), (5.1.9) του δυναμικουʆ συ-
στηʆ ματος, προκυʆ πτουν:
q
k = 0; (5.2.1)
(1 + q) 
 = 0: (5.2.2)
Και αποʆ την σχεʆση (5.1.3) για το q εʆπεται οʆ τι τα κριʆσιμα σημειʆα του συστηʆ ματος
θα ειʆναι τα ακοʆ λουθα:
(
k;
) 2 f(0; 0) ; (1; 0) ; (0; 1)g : (5.2.3)
Καʆ θε μια αποʆ αυτεʆς τις λυʆ σεις αντιπροσωπευʆ ει εʆνα συʆ μπαν με διαφορετικαʆ χα-
ρακτηριστικαʆ . Τα τριʆα αυταʆ συʆ μπαντα δεν ειʆναι αʆ λλα αποʆ τα συʆ μπαντα Einstein
de Sitter (μοʆ νο μη σχετικιστικηʆ υʆ λη ) , De Sitter (μοʆ νο κοσμολογικηʆ σταθεραʆ ) και
Milne (αʆ δειο συʆ μπαν) τα οποιʆα και μελετηʆ θηκαν στα κεφαʆ λαια 2 και 3 . Παρακαʆ τω
αναφεʆρονται οι τρεις αυτεʆς περιπτωʆ σεις αναλυτικαʆ .
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Σύμπαν Einstein De Sitter (EdS) - (
k;
) = (0; 0)
Προʆ κειται για εʆνα συʆ μπαν χωριʆς κοσμολογικηʆ σταθεραʆ και με μηδενικηʆ καμπυλοʆ -
τητα, γεγονοʆ ς που συνεπαʆ γεται την δομηʆ ευκλειʆδειου χωʆ ρου.
Αποʆ την (5.0.4) προκυʆ πτει αμεʆσως οʆ τι 
 = 1 και αποʆ την (5.1.3), q = (3! + 1)/2,
ενωʆ αʆ μεση ολοκληʆ ρωση της εξιʆσωσης Friedmann
διʆνει οʆ τι, a(t) = C1t2/(3!+3), ηʆ τοι επιβραδυνοʆ μενη μονοʆ τονη αυʆ ξηση.
Σύμπαν De Sitter (dS) - (
k;
) = (0; 1)
Άδειο συʆ μπαν μοʆ νο με θετικηʆ κοσμολογικηʆ σταθεραʆ .
Εδωʆ ειʆναι 
 = 0 και q =  1 ενωʆ η ολοκληʆ ρωση διʆνει a(t) = C2exp
nq

3 t
o
,
δηλαδηʆ μη φραγμεʆνη εκθετικηʆ αυʆ ξηση.
Σύμπαν Milne (M) - (
k;
) = (1; 0)
Άδειο συʆ μπαν με αρνητικηʆ καμπυλοʆ τητα. Εδωʆ , 
 = 0 και q = 0 ενωʆ a(t) = C3t ,
γραμμικηʆ εξεʆλιξη.
Ενδιαφεʆρον επιʆσης παρουσιαʆ ζει η μελεʆτη των ευθειωʆ ν που διαμεριʆζουν το επιʆ-
πεδο φαʆ σεων:
i) Η ευθεία 
k = 0: Στην περιʆπτωση αυτηʆ το συʆ στημα εκφυλλιʆζεται στην ακοʆ -
λουθη διαφορικηʆ εξιʆσωση για την εξεʆλιξη του οʆ ρου



0
 = 3(! + 1) (1  
)
: (5.2.4)
Οποʆ τε αν αρχικαʆ η καμπυλοʆ τητα του συʆ μπαντος ειʆναι μηδενικηʆ , η εξεʆλιξη του συʆ -
μπαντος σε οʆ λη της τη διαʆ ρκεια θα διαδραματιʆζεται επιʆ της ευθειʆας 
k = 0 και το
συʆ μπαν θα συγκλιʆνει ειʆτε στην 
 = 1 (κριʆσιμο σημειʆο dS) , δηλαδηʆ επικραʆ τεια
σκοτεινηʆ ς ενεʆργειας, ειʆτε στην 
 = 0 (κριʆσιμο σημειʆο EdS), δηλαδηʆ αφανισμοʆ
σκοτεινηʆ ς ενεʆργειας.
Aποʆ τη θεωριʆα συναʆ γεται, οʆ τι καμιαʆ ολοκληρωτικηʆ γραμμηʆ δεν ειʆναι δυνατοʆ ν να
τμηʆ σει την ευθειʆα αυτηʆ . Η ευθειʆα 
k = 0 συνεπωʆ ς οριʆζει αλλαγή τοπολογίας. Αν

k > 0 (αρνητικηʆ καμπυλοʆ τητα) διαπιστωʆ νεται οʆ τι ειʆναι αʆ πειρo χωρικαʆ , ενωʆ αν

k < 0 πεπερασμεʆνo [21].
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Επιʆσης αν ! =  1 τοʆ τε το ρευστοʆ συμπεριφεʆρεται σαν κοσμολογικηʆ σταθεραʆ
αφουʆ , 
0 = 0 , επιʆ της συγκεκριμεʆνης ευθειʆας.
ii) Η ευθεία 
 = 0: Στην ευθειʆα αυτηʆ το συʆ στημα γιʆνεται


0
 = (3! + 1)(1 
)
: (5.2.5)
Όμοια με την προηγουʆ μενη περιʆπτωση, αν απουσιαʆ ζει ο κοσμολογικοʆ ς οʆ ρος, τοʆ τε
η συʆ γκλιση θα ειʆναι ειʆτε στο συʆ μπαν EdS ειʆτε στο Milne.
iii) Η ευθεία 
 = 0: Επειδηʆ το 
 ειʆναι μη αρνητικοʆ η ευθειʆα αυτηʆ ειʆναι φραʆ γμα
για το επιʆπεδο φαʆ σεων. Εδωʆ ισχυʆ ει οʆ τι q =  
 οποʆ τε:


0
 = 2 (1  
)
; (5.2.6)
και το συʆ μπαν συγκλιʆνει ειʆτε στο Milne ειʆτε στο De Sitter.
5.3 Ανάλυση ευστάθειας
Εφοʆσον η αρχηʆ (0; 0)αποτελειʆ κριʆσιμο σημειʆο (το οποιʆο συνεπαʆ γεται οʆ τι f(0; 0) =
g(0; 0) = 0), αν το συʆ στημα γιʆνεται να γραφειʆ στην μορφηʆ


0
 = c11
k + c12
 +R1(
k; 
); (5.3.1)


0
 = c21
k + c22
 +R2(
k; 
); (5.3.2)
με
lim
r!0
R1
r
= lim
r!0
R2
r
= 0; (5.3.3)
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οʆπου r =
p

2k +

2
, τοʆ τε το συʆ στημα καλειʆται σχεδόν γραμμικό [2] γυʆ ρω αποʆ το
σημειʆο (0; 0)και γραμμικοποιειʆται με γραμμικοποιʆηση του το συʆ στημα:


0
 = c11
k + c12
; (5.3.4)


0
 = c21
k + c22
: (5.3.5)
Πρόταση. Το σύστημα Friedmann (5.1.11)-(5.1.12) είναι σχεδόν γραμμικό με
c11 c12
c21 c22

=

@kf( 
k; 
) @f( 
k; 
)
@kg( 
k; 
) @g( 
k; 
)

.
Απόδειξη. Θεʆτουμε 
 = 
 + ! και 
 = 
 + ! οʆπου
 

; 


εʆνα αποʆ τα
παραπαʆ νω σταθεραʆ σημειʆα και (!; !) μια μικρηʆ αποʆ κλιση γυʆ ρω αποʆ το σημειʆο
αυτοʆ . Αναπτυʆ σσοντας τις συναρτηʆ σεις f και g σε σειραʆ Taylor γυʆ ρω αποʆ το στα-
θεροʆ σημειʆο
 

; 


κανειʆς λαμβαʆ νει:
f(
k; 
) = f( 
k; 
) + !k@kf( 
k; 
) + !@f( 
k; 
) +R1(
k; 
); (5.3.6)
g(
k; 
) = g( 
k; 
) + !k@kg( 
k; 
) + !@g( 
k; 
) +R2(
k; 
); (5.3.7)
με τα υποʆ λοιπα TaylorRi , i = 1; 2 να ικανοποιουʆ ν τη σχεʆση,
lim
r!0
Ri (
k; 
)p

2k +

2

= 0: (5.3.8)
Εισαʆ γοντας τοπικοʆ συʆ στημα συντεταγμεʆνων, (!; !) =
 

   
; 
   


, θα
ειʆναι, f(
k; 
) = !0k και g(
k; 
) = !
0
. Επιπλεʆον επειδηʆ το
 

; 


ειʆναι κριʆ-
σιμο σημειʆο προκυʆ πτει αμεʆσως οʆ τι, f( 
k; 
) = g( 
k; 
) = 0. Οποʆ τε οι παρα-
παʆ νω εξισωʆ σεις λαμβαʆ νουν την μορφηʆ :
!
0
k = !k@kf( 
k; 
) + !@f( 
k; 
) +R1(! + 
k; ! + 
); (5.3.9)
!
0
 = !k@kg( 
k; 
) + !@g( 
k; 
) +R2(! + 
k; ! + 
): (5.3.10)
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Άρα το συʆ στημα ειʆναι σχεδοʆ ν γραμμικοʆ με γραμμικοποιʆηση:
!
0
k = !k@kf( 
k; 
) + !@f( 
k; 
); (5.3.11)
!
0
 = !k@kg( 
k; 
) + !@g( 
k; 
); (5.3.12)
ηʆ σε μητρωϊκηʆ γραφηʆ :

!
0
k
!
0


=

@kf( 
k; 
) @f( 
k; 
)
@kg( 
k; 
) @g( 
k; 
)

!k
!

= P ( 
k; 
)

!k
!

;
(5.3.13)
οποʆ τε 
c11 c12
c21 c22

=

@kf( 
k; 
) @f( 
k; 
)
@kg( 
k; 
) @g( 
k; 
)

: (5.3.14)
Σημειωʆ νεται οʆ τι εαʆ ν η ιακοβιανηʆ οριʆζουσα του πιʆνακα P σε εʆνα κριʆσιμο σημειʆο
ενοʆ ς τεʆτοιου συστηʆ ματος ειʆναι μη μηδενικηʆ , τοʆ τε το σημειʆο αυτοʆ καλειʆται υπερ-
βολικό. Λαμβαʆ νοντας υποʆψιν αυτηʆ ν την παρατηʆ ρηση, παρατιʆθεται το παρακαʆ τω
χρηʆ σιμο θεωʆ ρημα:
Θεώρημα 3. (Hartman-Grobman) Έστω (; )υπερβολικό κρίσιμο σημείο του σχε-
δόν γραμμικού συστήματος
x
0
= f(x; y) ; y
0
= g(x; y): (5.3.15)
Τότε σε μια γειτονιά του (; )το (5.3.15) και το αντίστοιχο γραμμικοποιημένο σύ-
στημα έχουν τοπολογικά ισοδύναμα επίπεδα φάσεων, δηλαδή το ίδιο είδος ευ-
στάθειας, εκτός της περίπτωσης που το (; )είναι κέντρο για το γραμμικοποιημένο
σύστημα.
Βαʆ σει του παραπαʆ νω θεωρηʆ ματος, το οποιʆο καλειʆται και θεωʆ ρημα γραμμικοποιʆ-
ησης, το συʆ στημα Friedmann εʆχει την ιʆδια συμπεριφοραʆ ευσταʆ θειας με το (5.3.13)
σε περιοχεʆς κονταʆ στα κριʆσιμα σημειʆα, εφοʆσον αυταʆ ειʆναι υπερβολικαʆ και δεν ειʆ-
ναι κεʆντρα για το γραμμικοποιημεʆνο συʆ στημα. Έτσι μελετωʆ ντας την ευσταʆ θεια
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για το γραμμικοποιημεʆνο συʆ στημα (5.3.13) θα προκυʆψει συʆ μφωνα με το θεωʆ ρημα
και το ειʆδος της ευσταʆ θειας για το σχεδοʆ ν γραμμικοʆ συʆ στημα Friedmann. Γενικαʆ
ισχυʆ ει το παρακαʆ τω:
Θεώρημα 4. Ένα κρίσιμο σημείο είναι (i) ασυμπτωτικά ευσταθές αν τα πραγματικά
μέρη των ιδιοτιμών του P είναι όλα αρνητικά, (ii) ευσταθές, αν ο P έχει ένα τουλάχι-
στον ζεύγος φανταστικών ιδιοτιμών πολλαπλότητας 1 και για τις υπόλοιπες ιδιοτι-
μές, ισχύει ο χαρακτηρισμός της περίπτωσης (i), (iii) ασταθές, σε οποιαδήποτε άλλη
περίπτωση. Αν οι ιδιοτιμές του P είναι πραγματικές και ομόσημες τότε το σημείο λέ-
γεται κοʆ μβος, ενώ αν είναι ετερόσημες σαγματικοʆ σημειʆο.
Παρακαʆ τω φαιʆνονται αναλυτικαʆ οι περιπτωʆ σεις για τα τριʆα κριʆσιμα σημειʆα του
συστηʆ ματος Friedmann:
1.ΕdS (0,0) Για ! 2 ( 1; 1)S ( 1; 1/3)S ( 1/3;1), η Ιακωβιανηʆ ειʆναι διαʆ -
φορη του μηδενοʆ ς, συνεπωʆ ς το σημειʆο ειʆναι υπερβολικοʆ και η αναʆ λυση ευ-
σταʆ θειας του σχεδοʆ ν γραμμικουʆ συστηʆ ματος, θα συναʆ δει με την αντιʆστοιχη
αναʆ λυση του γραμμικοποιημεʆνου του (εφοʆσον το σημειʆο δεν ειʆναι κεʆντρο).
Ο πιʆνακας P εδωʆ γιʆνεται:
PEdS =

3! + 1 0
0 3! + 3

: (5.3.16)
Οι ιδιοτιμεʆς του πιʆνακα στηνπεριʆπτωσηαυτηʆ θα ειʆναι,1 = 3!+1 και2 = 3!+3.
Οποʆ τε αναʆ λογα με την τιμηʆ του ! χωριʆζονται εδωʆ οι ακοʆ λουθες υποπεριπτωʆ σεις:
• ! 2 ( 1; 1), Εδωʆ 1 < 0 και 2 < 0 οποʆ τε με, 1 < 2 < 0 , το σημειʆο
(0,0) σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση ειʆναι (ασυμπτωτικαʆ )ευσταθής κόμβος. Έτσι
για τεʆτοιες τιμεʆς του ! η καταʆ ληξη θα ειʆναι το συʆ μπαν ΕdS.
• ! 2 ( 1; 1/3), Στην περιʆπτωση αυτηʆ ειʆναι, 1 < 0 και 2 > 0, οποʆ τε
12 < 0, αʆ ρα το σημειʆο (0,0) σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση ειʆναι σαγματικό ση-
μείο. Συνεπωʆ ς για τεʆτοιες τιμεʆς του ! το συʆ μπαν ΕdS δεν ειʆναι δυνατηʆ καταʆ -
ληξη.
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• ! 2 ( 1/3;+1), Εδωʆ θα ειʆναι, 1 > 0 και 2 > 0, οποʆ τε το σημειʆο (0; 0) σε
αυτηʆ ν την περιʆπτωση ειʆναι ασταθής κόμβος. Άρα και εδωʆ για τεʆτοιες τιμεʆς
του ! το συʆ μπαν ΕdS δεν ειʆναι δυνατηʆ καταʆ ληξη.
Τα ιδιοδιανυʆ σματα σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση ειʆναι το u1 = (1; 0) που αντιστοιχειʆ
στην ευθειʆα, 
 = 0 και το u2 = (0; 1) που αντιστοιχειʆ στην ευθειʆα, 
 = 0
2. dS (0,1) Για ! 2 ( 1; 1)S ( 1;1)η Ιακοβιανηʆ οριʆζουσα ειʆναι και παʆ λι μη
μηδενικηʆ οποʆ τε:
PdS =
  2 0
 3!   1  3!   3

: (5.3.17)
Οι ιδιοτιμεʆς εδωʆ θα ειʆναι 1 =  2 και 2 =  3!   3.
Για το σημειʆο αυτοʆ :
• ! 2 ( 1; 1) ; τοʆ τε, 1 < 0 και 2 > 0, αʆ ρα το (0,1) ειʆναι σαγματικό σημείο
και το συʆ μπαν dS δεν ειʆναι δυνατηʆ καταʆ ληξη για τεʆτοιες τιμεʆς της παραμεʆ-
τρου.
• ! 2 ( 1;1) ; τοʆ τε,1 < 0και2 < 0, αʆ ρα τοσημειʆο εδωʆ ειʆναι (ασυμπτωτικά)
ευσταθής κόμβος αʆ ρα το συʆ μπαν καταληʆ γει να συμπεριφεʆρεται οʆπως το dS
Τα ιδιοδιανυʆ σματα εδωʆ ειʆναι το u1 = (1; 1), που αντιστοιχειʆ στην ευθειʆα 
 = 0
και το u2 = (0; 1) που αντιστοιχειʆ στην 
 = 0
3. Milne (1,0) Ομοιʆως για ! 2 ( 1; 1/3)S ( 1/3;1) η Ιακωβιανηʆ οριʆζουσα
δεν μηδενιʆζεται και ο πιʆνακας γραʆφεται:
PM =
  1  3!  3!   3
0 2

: (5.3.18)
Οι ιδιοτιμεʆς εδωʆ θα ειʆναι 1 = 2 και 2 =  3!   1.
Οποʆ τε για το (0; 1) οι περιπτωʆ σεις ειʆναι οι ακοʆ λουθες:
• ! 2 ( 1; 1/3) ; τοʆ τε 1 > 0 και 2 > 0 αʆ ρα το σημειʆο (1,0) ειʆναι ασταθής
κόμβος και το συʆ μπαν Milne δεν ειʆναι δυνατηʆ καταʆ ληξη.
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! ( 1; 1)  1 ( 1; 1/3)  1/3 ( 1/3;+1)
EdS Ε.Κ - Σ.Σ - Α.Κ
dS Σ.Σ Ε.Κ Ε.Κ Ε.Κ Ε.Κ
M Α.Κ Α.Κ Α.Κ Α.Κ Σ.Σ
Πιʆνακας 5.1: Ειʆδος ευσταʆ θειας για τα τριʆα κριʆσιμα σημειʆα (EdS,dS,M) αναʆ λογα με τις τιμεʆς της παραμεʆτρου !
που σχετιʆζεται με την καταστατικηʆ εξιʆσωση της υʆ λης. Συμβολιʆζουμε με Ε.Κ : (ασυμπτωτικαʆ ) ευσταθηʆ ς κοʆ μβος , Α.Κ :
ασταθηʆ ς κοʆ μβος, Σ.Σ : σαγματικοʆ σημειʆο.
• ! 2 ( 1/3;1) ; τοʆ τε 1 > 0 και 2 < 0 αʆ ρα το (1,0) εδωʆ ειʆναι σαγματικό
σημείο οποʆ τε ουʆ τε σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση το συʆ μπαν εʆχει το Milne σαν
ασυμπτωτικηʆ συμπεριφοραʆ .
Εδωʆ τα ιδιοδιανυʆ σματα θα ειʆναι τα u1 = (1; 0) και u2 = (0; 1).
Τεʆλος στην ειδικηʆ περιʆπτωση που ! 2 f 1; 1/3g, δηλαδηʆ που το παγκοʆσμιο
ρευστοʆ συμπεριφεʆρεται ειʆτε σαν κοσμολογικηʆ σταθεραʆ ειʆτε σαν οʆ ρος καμπυλοʆ -
τητας, επαναοριʆζοντας τις μεταβλητεʆς (5.0.1)-(5.0.3) το
 απορροφαʆ ται ειʆτε αποʆ
το 
ειʆτε αποʆ το 
 οποʆ τε ειʆναι εφικτοʆ να τεθειʆ χωριʆς βλαʆ βη, 
 = 0 και να θεω-
ρηθειʆ επιπλεʆον οʆ τι ισχυʆ ει,
 +
 = 1.
Και στις δυʆ ο περιπτωʆ σεις ειʆναι, q = 
k   1 =  
 οποʆ τε το δυναμικοʆ συʆ στημα
γιʆνεται:


0
 = 2(
   1)
; (5.3.19)


0
 = 2(1 
)
: (5.3.20)
Οι παραπαʆ νω εξισωʆ σεις δεν ειʆναι μεταξυʆ τους ανεξαʆ ρτητες εξαιτιʆας της συνθηʆ κης,

 + 
 = 1. Συνεπωʆ ς για ! =  1 ηʆ για ! =  1/3, τα κριʆσιμα σημειʆα εδωʆ ειʆναι
τα (1; 0) (ασταθηʆ ς κοʆ μβος) και (0; 1) (ασυμπτωτικαʆ ευσταθηʆ ς κοʆ μβος).
Αξιʆζει να σημειωθειʆ, οʆ τι εφοʆσον δεν απουσιαʆ ζει ο κοσμολογικοʆ ς οʆ ρος, το συʆ μπαν
Milne δεν ειʆναι ποτεʆ ευσταθεʆς καταʆ συνεʆπεια δεν ειʆναι δυνατηʆ καταʆ ληξη για το
συʆ μπαν ανεξαρτηʆ του τιμηʆ ς για την παραʆ μετρο !. Επιʆσης ειʆναι ξεκαʆ θαρο οʆ τι η κο-
σμολογικηʆ σταθεραʆ τειʆνει να επικρατηʆ σει της υʆ λης μοʆ νο οʆ ταν ! >  1, ενωʆ αντιʆ-
θετα η υʆ λη κυριαρχειʆ για ! <  1. Ο οʆ ρος καμπυλοʆ τητας δεν μπορειʆ ποτεʆ να γιʆνει
κυριʆαρχος καθωʆ ς θα υποσκελιʆζεται αποʆ την υʆ λη αν ! <  1 και αποʆ την κοσμολο-
γικηʆ σταθεραʆ διαφορετικαʆ . Κατ’επεʆκταση, η σκοτεινηʆ ενεʆργεια τειʆνει να επικρα-
τηʆ σει σε εʆνα συʆ μπαν με ! >  1 ανεξαρτήτως της αρχικής της πυκνότητας. Επειδηʆ
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Σχηʆ μα 5.4.1: Το πεδιʆο φαʆ σεως για την περιʆπτωση ! =  2/3
στην πραγματικοʆ τητα για την ορατηʆ υʆ λη ισχυʆ ει, ! = 0, διαπιστωʆ νουμε οʆ τι η κα-
ταʆ ληξη για το συʆ μπαν ειʆναι αναγκαστικαʆ το συʆ μπαν DeSitter. Καʆ τι τεʆτοιο δεν θα
ισχυʆ ει αν η καταστατικηʆ συμπεριφοραʆ της υʆ λης, καθωʆ ς το συʆ μπαν αυʆ ξανε κλιʆ-
μακα, μεταβαλλοʆ ταν, με αποτεʆλεσμα να υπαʆ ρχει πιθανοʆ τητα το ! να λαʆ βει τιμεʆς
στο διαʆ στημα ( 1; 1)και το συʆ μπαν να ξεκινουʆ σε πορειʆα συʆ γκλισης στο συʆ μπαν
EdS. Φυσικαʆ εʆνα τεʆτοιο ενδεχοʆ μενο δεν εʆχει αποδειχτειʆ, ουʆ τε οʆ μως θεωρειʆται και
πιθανοʆ να ισχυʆ ει.
5.4 Αριθμητικά παραδείγματα
Προκειμεʆνου ναδημιουργηθειʆ τοπεδιʆοφαʆ σεωνγια τις διαʆ φορεςπεριπτωʆ σεις χρη-
σιμοποιειʆται στο MATLAB και εδωʆ η 4-παραμετρικηʆ μεʆθοδος Runge Kutta για δυ-
ναμικαʆ συστηʆ ματα. Η αναʆ λυση γιʆνεται δυʆ ο φορεʆς σε καʆ θε περιʆπτωση, ωʆ στε να
δημιουργηθειʆ το επιʆπεδο (
; 
)αλλαʆ και το (
;
).
Στο σχηʆ μα (5.4.2) φαιʆνεται η περιʆπτωση που αντιστοιχειʆ στην τιμηʆ ! = 0 , δηλαδηʆ
στον κλασσικοʆ τροʆπο συμπεριφοραʆ ς της υʆ λης. Ειʆναι ξεκαʆ θαρο και γραφικαʆ πλεʆον
οʆ τι το σημειʆο (0; 0) ειʆναι ασταθεʆς, ενωʆ το (0; 1) ευσταθεʆς. Στο σχηʆ μα (5.4.1) αποʆ
την αʆ λλη, φαιʆνεται το πεδιʆο φαʆ σεων για την περιʆπτωση που ! =  2/3, που θα
μπορουʆ σε να αντιστοιχειʆ στην περιʆπτωση κοσμικωʆ ν χορδωʆ ν, [30, 31] . Τεʆλος στο
σχηʆ μα (5.4.3) διακριʆνει κανειʆς την πιο θεωρητικηʆ περιʆπτωση στην οποιʆα ! =  2
δηλαδηʆ ! <  1. Στην περιʆπτωση αυτηʆ ν και μοʆ νον, το συʆ μπαν EdS ειʆναι ευσταθεʆς.
Καʆ τι το οποιʆο ειʆναι αξιοσημειʆωτο ειʆναι οʆ τι για ! >  1 και για 
 ' 0 (περιʆοδος
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Σχηʆ μα 5.4.2: Το πεδιʆο φαʆ σεως για την περιʆπτωση της μη σχετικιστικηʆ ς υʆ λης με ! = 0
κυριαρχιʆας υʆ λης - ακτινοβολιʆας) το σημειʆο (0; 0) ειʆναι παʆ ντα ασταθεʆς. Αυτοʆ συ-
νεπαʆ γεται οʆ τι οʆ ταν απουσιαʆ ζει η σκοτεινηʆ ενεʆργεια η καταʆ σταση μηδενικηʆ ς κα-
μπυλοʆ τητας ειʆναι ασταθηʆ ς. Σηʆ μερα οʆ μως παρατηρειʆται οʆ τι η καμπυλοʆ τητα του
Συʆ μπαντος ειʆναι σχεδοʆ ν μηδενικηʆ .
Αναδυʆ εται λοιποʆ ν το εξηʆ ς παραʆ δοξο: Πωʆ ς γιʆνεται να παρατηρειʆται στο συʆ μπαν
σχεδοʆ ν μηδενικηʆ καμπυλοʆ τητα, δεδομεʆνου οʆ τι για τοʆ σα δισεκατομμυʆ ρια χροʆ νια
που κυριαρχειʆ η υʆ λη, με ! 2 ( 1/3;+1), το σημειʆο (0; 0) ειʆναι ασταθηʆ ς κοʆ μβος;
Για να συμβαιʆνει καʆ τι τεʆτοιο θα πρεʆπει οι αρχικεʆς συνθηʆ κες να ηʆ ταν αʆ ριστα ρυθ-
μισμεʆνες. Το συγκεκριμεʆνο παραʆ δοξο ειʆναι γνωστοʆ ως το πρόβλημα της επιπεδό-
τητας[4].
Μια λυʆ ση ειʆναι η εξηʆ ς : Υπηʆ ρχε μια περιʆοδος αμεʆσως μεταʆ τη Μεγαʆ λη Έκρηξη που
η υʆ λη ειʆχε καταστατικηʆ εξιʆσωση με ! <  1. Έτσι το (0; 0) σε αυτηʆ ν την περιʆοδο
θα ειʆναι ευσταθηʆ ς κοʆ μβος και κανειʆς μπορειʆ να ρυθμιʆσει τη διαʆ ρκεια αυτηʆ ς της
περιοʆ δου καταʆ λληλα ωʆ στε να προκυʆψουν οι καταʆ λληλες αρχικεʆς συνθηʆ κες. Στην
συνεʆχεια, καταʆ τη διαʆ ρκεια της βασικηʆ ς εξεʆλιξης του συʆ μπαντος το EdS, γιʆνεται
ασταθηʆ ς κοʆ μβος και η εξεʆλιξη συνεχιʆζεται πολυʆ κονταʆ στην ευθειʆα 
 = 0 προς
το συʆ μπαν dS που ειʆναι ευσταθηʆ ς κοʆ μβος. Έτσι εξηγειʆται η παρατηʆ ρηση οʆ τι το
συʆ μπαν σηʆ μερα ειʆναι σχεδοʆ ν μηδενικηʆ ς καμπυλοʆ τητας, καθωʆ ς την περιʆοδο που
το EdS ηʆ ταν ευσταθεʆς, η καμπυλοʆ τητα πλησιʆασε τοʆ σο πολυʆ την μηδενικηʆ τιμηʆ ,
που δεν προʆ λαβε να αποκλιʆνει τοʆ σο μεʆχρι η σκοτεινηʆ ενεʆργεια να αυξηθειʆ και να
επεʆλθει η συʆ γκλιση στο dS, και αʆ ρα και συʆ γκλιση ξαναʆ σε μηδενικηʆ καμπυλοʆ τητα.
Μια ενσαʆ ρκωση αυτηʆ ς της θεωʆ ρησης ειʆναι η θεωρία του πληθωρισμού [22, 14, 4].
Αυτοʆ που θεωρητικαʆ εʆκανε ο πληθωρισμοʆ ς, ειʆναι οʆ τι αʆ λλαξε τις ιδιοʆ τητες ευσταʆ -
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Σχηʆ μα 5.4.3: Το πεδιʆο φαʆ σεως για την περιʆπτωση ! =  2
θειας των κριʆσιμων σημειʆων του συστηʆ ματος Friedmann. Συγκεκριμεʆνα, καταʆ τη
διαʆ ρκεια της περιοʆ δου του πληθωρισμουʆ , θεωρειʆται οʆ τι κυριαρχουʆ σε εʆνα ρευστοʆ
με αρνητικηʆ πιʆεση με αποτεʆλεσμα τησυʆ γκλιση στην ευθειʆα μηδενικηʆ ς καμπυλοʆ τη-
τας. Επιπλεʆον, οʆ σο μεγαλυʆ τερη ηʆ ταν η διαʆ ρκεια της περιοʆ δου αυτηʆ ς, τοʆ σο περισ-
σοʆ τερο θαπροσεʆγγισε και η καμπυλοʆ τητα το μηδενισμοʆ . Στην συνεʆχεια το συʆ μπαν
οδηγειʆται σε αλλαγηʆ περιοʆ δου - στη φαʆ ση κυριαρχιʆας της κλασσικηʆ ς υʆ λης και αʆ ρα
σε αποʆ κλιση αποʆ την καταʆ σταση μηδενικηʆ ς καμπυλοʆ τητας λοʆγω ασταʆ θειας, ενωʆ
τελικαʆ η καμπυλοʆ τητα θα τειʆνει και παʆ λι στο μηδεʆν, λοʆγω αυʆ ξησης της σκοτεινηʆ ς
ενεʆργειας και ευσταʆ θειας του dS.
Παροʆ λααυταʆ , η λυʆ σηστοπροʆ βληματης επιπεδοʆ τητας ειʆναι μοʆ νο εʆνααποʆ ταπολλαʆ
χαρακτηριστικαʆ της θεωριʆας πληθωρισμουʆ , η οποιʆα οʆ μως δεν θα αναλυθειʆ εδωʆ .
Κεφάλαιο 6
Συμπεράσματα μελέτης
Μελετωʆ ντας τα πλεʆον αξιοσημειʆωτα προʆ τυπα Friedmann για τη δυναμικηʆ του συʆ -
μπαντος, στην εργασιʆα αυτηʆ , προεʆκυψαν διαʆφορα ενδιαφεʆροντα συμπεραʆ σματα
αναφορικαʆ με τον τροʆπο διαστοληʆ ς, την ηλικιʆα, τη γεωμετριʆα και τις πιθανεʆς κα-
ταληʆ ξεις για το συʆ μπαν. Αν οʆ ντως συμπεραʆ σματα τεʆτοιου τυʆ που ειʆναι αληθηʆ , τοʆ τε
μοιαʆ ζει πραγματικαʆ μεγαλειωʆ δες το γεγονοʆ ς οʆ τι αποʆ την συγκεκριμεʆνη μαθημα-
τικηʆ μοντελοποιʆηση προκυʆ πτουν τοʆ σο σημαντικαʆ συμπεραʆ σματα για τον Κοʆσμο.
Στα προηγουʆ μενα κεφαʆ λαια, εʆγινε ξεκαʆ θαρο οʆ τι αναʆ λογα με τα συστατικαʆ ενοʆ ς
συʆ μπαντος, αυτοʆ θα συμπεριφεʆρεται και με διαφορετικοʆ τροʆπο ως προς τη δια-
στοληʆ του, η οποιʆα μπορειʆ να στρεʆφει τα κοιʆλα ειʆτε προς τα παʆ νω, ειʆτε προς τα
καʆ τω. Τα επιβραδυνοʆ μενα μοντεʆλα του δευτεʆρου κεφαλαιʆου, αν και μη ιδανικαʆ ,
αποτελουʆ ν ενδιαφεʆρουσες προσεγγιʆσεις για την περιʆοδο κυριαρχιʆας μη σχετικι-
στικηʆ ς υʆ λης. Καʆ τι τεʆτοιο φαιʆνεται και αποʆ τη συʆ γκριση των τιμωʆ ν των αριθμη-
τικωʆ ν λυʆ σεων του μοντεʆλου Benchmark και του συʆ μπαντος της τεʆταρτης στηʆ λης
στον πιʆνακα (4.3) , οι οποιʆες αν και αρχικαʆ εʆχουν μικρηʆ αποʆ κλιση στη συνεʆχεια δεν
αποτελουʆ ν καληʆ προσεʆγγιση. Πιο συγκεκριμεʆνα, θεωρωʆ ντας για παραʆ δειγμα εʆνα
συʆ μπαν αρνητικηʆ ς καμπυλοʆ τητας, που περιεʆχει μοʆ νο υʆ λη, αλλαʆ χαμηληʆ ς πυκνοʆ -
τητας για παραʆ δειγμα με
m;0 = 0:03, τοʆ τε εκτελωʆ ντας τον υπολογισμοʆ μεʆσω της
μεθοʆ δου Simpson προκυʆ πτει για την ηλικιʆα του συʆ μπαντος μια τιμηʆ πολυʆ κονταʆ
στην προʆ βλεψη Benchmark (0 = 0:9543). Το ποʆσο καλαʆ προσεγγιʆζει το συʆ μπαν
σε πρωʆ ιμα σταʆ δια εʆνα τεʆτοιο μοντεʆλο, φαιʆνεται και στο σχηʆ μα (6.0.1).
Επιʆσης αναφορικαʆ με την υʆ παρξη ακτινοβολιʆας στα μοντεʆλα, παʆ λι αποʆ τον πιʆνακα
(4.3) προκυʆ πτει οʆ τι το συʆ μπαν ΕdS, ειδικαʆ μεταʆ αποʆ καʆ ποιο χρονικοʆ διαʆ στημα, δεν
διαφεʆρει σχεδοʆ ν καθοʆ λου αποʆ το συʆ μπαν που περιεʆχει και ακτινοβολιʆα (στηʆ λη 6),
ενωʆ η αποʆ κλιση του συʆ μπαντος Benchmark αποʆ εʆνα συʆ μπαν μοʆ νο με κοσμολογικηʆ
σταθεραʆ και υʆ λη, οʆ πως φαιʆνεται και στο σχηʆ μα 6.0.2, ειʆναι μηδαμινηʆ . Αποʆ αυτοʆ ,
συμπεραιʆνεται αʆ μεσα, οʆ τι η προσεʆγγιση απουσιʆας ακτινοβολιʆας αποʆ τα μοντεʆλα,
δεδομεʆνου οʆ τι εʆχει την τιμηʆ που φαιʆνεται στον πιʆνακα (4.1), ειʆναι ικανοποιητικηʆ
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Σχηʆ μα 6.0.1: Συʆ γκριση προτυʆ που Βenchmark με το προʆ τυπο χαμηληʆ ς πυκνοʆ τητας με 
m;0 = 0:03. Πραʆ σινο:
Benchmark, Κοʆ κκινο: Χαμηληʆ ς πυκνοʆ τητας
και συνεπωʆ ς η αναλυτικηʆ λυʆ ση (4.2.10) με 
m;0 = 0:3 ειʆναι η πλεʆον αντιπροσω-
πευτικηʆ αναλυτικηʆ λυʆ ση που παρουσιαʆ στηκε στην εργασιʆα αυτηʆ .
Στα κεφαʆ λαια 3 και 4, δειʆχθηκε οʆ τι ειʆναι δυνατοʆ ν, ανεξαʆ ρτητα του ειʆδους καμπυ-
λοʆ τητας, υποʆ την παρουσιʆα θετικουʆ κοσμολογικουʆ οʆ ρου, το συʆ μπαν να συνεχιʆσει
να διαστεʆλλεται αιωʆ νια, συγκλιʆνοντας στο συʆ μπαν deSitter, χωριʆς να επεʆλθει κα-
ταʆ ρρευση, ενωʆ ακοʆ μα και εʆνα αρνητικηʆ ς καμπυλοʆ τητας συʆ μπαν δυʆ ναται να κα-
ταρρευʆ σει υποʆ την παρουσιʆα αρνητικηʆ ς κοσμολογικηʆ ς σταθεραʆ ς.
Ανακαλωʆ ντας οʆ λες τις αναλυτικεʆς λυʆ σεις των εξισωʆ σεων για τον παραʆ γοντα κο-
σμικηʆ ς κλιʆμακας, που παρουσιαʆ στηκαν καταʆ τη διαʆ ρκεια της εργασιʆας, γιʆνεται εμ-
φανεʆς οʆ τι η ηλικιʆα οποιουδηʆποτε συʆ μπαντος προκυʆ πτει στην μορφηʆ :
t0 = (
)H
 1
0 ; (6.0.1)
οʆπου η συναʆ ρτηση  (
) ποικιʆλει αναʆ λογα με το προʆ τυπο. Στα προʆ τυπα οʆπου,
0 <  (
) < 1 , η ηλικιʆα του συʆ μπαντος ειʆναι μικροʆ τερη αποʆ τον χροʆ νο Hubble,
ενωʆ αν  (
) > 1, τοʆ τε ειʆναι μεγαλυʆ τερη. Στο κεφαʆ λαιο 2, η συγκεκριμεʆνη συ-
ναʆ ρτηση ερμηνευʆ τηκε ως εʆνας μειωτικοʆ ς οʆ ρος για την ηλικιʆα του συʆ μπαντος σε
σχεʆση με τον χροʆ νο Hubble και για παραʆ δειγμα στην περιʆπτωση οριακαʆ ανοικτουʆ
συʆ μπαντος, η τιμηʆ της ειʆναι σταθερηʆ και ιʆση με 2/3. Δειʆχθηκε, οʆ τι γενικαʆ στα προʆ -
τυπα του δευτεʆρου κεφαλαιʆου η συγκεκριμεʆνη συναʆ ρτηση θα ειʆναι γνησιʆως φθιʆ-
νουσα συναʆ ρτηση του 
0 , δηλαδηʆ οʆ σο μεγαλυʆ τερη η πυκνοʆ τητα ενεʆργειας της
υʆ λης, τοʆ σο μικροʆ τερη και η ηλικιʆα του συʆ μπαντος και θα ανηʆ κει στην πρωʆ τη κα-
τηγοριʆα, δηλαδηʆ 0 <  (
) < 1. Στην οριακηʆ περιʆπτωση που (
) = 1 εʆχουμε
το συʆ μπαν Milne που διαστεʆλλεται ομοιοʆ μορφα και η ηλικιʆα θα ειʆναι ακριβωʆ ς ο
χροʆ νος Hubble.
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Σχηʆ μα 6.0.2: Γραφικεʆς παρασταʆ σεις λυʆ σεων διαφοʆ ρων προτυʆ πων. Ροζ: 
m;0 = 0:3 , 
;0 = 1:7(Loitering) ,
Μπλε: Βenchmark, Κοʆ κκινο : 
m;0 = 0:3 , 
;0 = 0:7 (πολυʆ κονταʆ στο Benchmark) , Καφεʆ: 
m;0 = 1:5 , Πραʆ σινο
: 
m;0 = 1:0(ΕdS). Εδωʆ θεωρηʆσαμε οʆ τι a(0) = 1 (σηʆ μερα) , προκειμεʆνου να αναπαραστηʆ σουμε τις λυʆ σεις διʆνοντας
αναφοραʆ στην σημερινηʆ εποχηʆ .
Η περιʆπτωση μη φραγμεʆνης συναʆ ρτησης  , με  (
) > 1 απαιτειʆ κοσμολογικοʆ
οʆ ρο, ηʆ εν γεʆνει συστατικοʆ που θα συνεισφεʆρει στη διαστοληʆ , καʆ τι τεʆτοιο οʆ μως πα-
ροʆ τι αναγκαιʆο, δεν ειʆναι και ικανοʆ , καθωʆ ς επιʆ παραδειʆγματι τοπροʆ τυποBenchmark
ανηʆ κει στην πρωʆ τη κατηγοριʆα συμπαʆ ντων, συʆ μφωνα με την ταξινοʆ μηση βαʆ ση της
συγκεκριμεʆνης συναʆ ρτησης.
Στο σχηʆ μα (6.0.2), εʆχει δημιουργηθειʆ στο MATLAB η γραφικηʆ παραʆ σταση για διαʆ -
φορα συʆ μπαντα, διʆνοντας αναφοραʆ στο παροʆ ν (θεωρηʆ θηκε οʆ τι a(0) = 1). Η ροζ
καμπυʆ λη αντιστοιχειʆ σε εʆνα συʆ μπαν Lemaitre με 
m;0 = 0:3 και 
;0 = 1:7, (συ-
νεπωʆ ς με θετικηʆ καμπυλοʆ τητα) και γιʆνεται φανεροʆ οʆ τι σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση
η ηλικιʆα του συγκεκριμεʆνου συʆ μπαντος ειʆναι μεγαλυʆ τερη αποʆ το χροʆ νο Hubble.
Κρατωʆ ντας την τιμηʆ της πυκνοʆ τητας της υʆ λης σταθερηʆ και αυξαʆ νοντας τον κο-
σμολογικοʆ οʆ ρο, παρατηρειʆται οʆ τι η ηλικιʆα του συʆ μπαντος αυξαʆ νεται, δηλαδηʆ η
συναʆ ρτηση  σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση ειʆναι γνησιʆως αυʆ ξουσα ως προς
;0.
Συμπερασματικαʆ , συʆ μφωναμετουςκοσμολογικουʆ ς περιορισμουʆ ς που επαʆ γει καταʆ
κυʆ ριο λοʆγο η Κοσμικηʆ Ακτινοβολιʆα Υποβαʆ θρου, το βεʆλτιστο μοντεʆλο αποʆ τα πα-
ροʆ ντα μοντεʆλα ειʆναι το μοντεʆλο Benchmark. Το προʆ τυπο αυτοʆ , λαμβαʆ νει υποʆψιν
του το συʆ μπανως μηδενικηʆ ς καμπυλοʆ τητας, και διʆνει μια ηλικιʆα' 13:8Gyr, μεʆχρις
στιγμηʆ ς αποδεκτηʆ αποʆ την ευρειʆα πλειοψηφιʆα της επιστημονικηʆ ς κοινοʆ τητας. Τα
προʆσφατα αποτελεʆσματα της αποστοληʆ ς Planck επιβεβαιωʆ νουν το αποτεʆλεσμα
αυτοʆ στην πραʆ ξη, παροʆ λα αυταʆ αφηʆ νουν και ανοιχτοʆ το ενδεχοʆ μενο δημιουργιʆας
νεʆων μοντεʆλων, που λαμβαʆ νουν υποʆψιν κβαντικηʆ βαρυʆ τητα. Το συʆ μπαν καταʆ το
δεδομεʆνο προʆ τυπο δεν προʆ κειται να καταρρευʆ σει σε Μεγαʆ λη Συʆ νθλιψη, εκτοʆ ς και
αν μεʆσωτης μελεʆτης της σκοτεινηʆ ς ενεʆργειας αποδειχθειʆ οʆ τι καταʆ τηνπεριʆοδο επι-
κρατειʆας της, αλλαʆ ξει για καʆ ποιο λοʆγο η συμπεριφοραʆ της, ηʆ επικρατηʆ σει αʆ λλο συ-
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΜΕΛΕΤΗΣ 104
στατικοʆ με ελκτικοʆ χαρακτηʆ ρα που στις προηγουʆ μενες περιοʆ δους ηʆ ταν αμελητεʆο,
οποʆ τε και τοʆ τε το συʆ μπαν θα οδηγηθειʆ σε συστοληʆ , καʆ τι τεʆτοιο οʆ μως παραμεʆνει
μια απληʆ εικασιʆα και σαφωʆ ς δεν υπαʆ ρχουν ενδειʆξεις που να την υποστηριʆζουν.
Συʆ μφωνα με τα συμπεραʆ σματα του κεφαλαιʆου 5 και αν το προʆ τυπο Benchmark
αντικατοπτριʆζει οʆ ντως την πραγματικοʆ τητα, τοʆ τε η καταʆ ληξη του Συʆ μπαντος θα
ειʆναι το συʆ μπαν deSitter ως το μοʆ νο ευσταθεʆς συʆ μπαν υποʆ την παρουσιʆα κοσμο-
λογικουʆ οʆ ρου.
Υποʆ το πριʆσμα αυτοʆ , τα σεναʆ ρια καταʆ ληξης του συʆ μπαντος αποʆ φυσικηʆ ς πλευραʆ ς
ειʆναι δυʆ ο:
• ΗΜεγαʆ λη Αποʆσχιση (TheBig Rip), καταʆ την οποιʆα τελικαʆ οποιαδηʆποτε δομηʆ
υʆ λης διαλυʆ εται, αφουʆ εξαιτιʆας της υπεʆρ-εκθετικηʆ ς διαστοληʆ ς του χωʆ ρουαποʆ
εʆνα χρονικοʆ σημειʆο και υʆ στερα, οʆ λοι οι δεσμοιʆ χαʆ νουν την ισχυʆ τους. Στο σε-
ναʆ ριο αυτοʆ , ο συντελεστηʆ ς κοσμικηʆ ς κλιʆμακας, λαμβαʆ νει αʆ πειρη τιμηʆ σε πε-
περασμεʆνο χρονικοʆ διαʆ στημα. Αν υποτεθειʆ οʆ τι η μορφηʆ της υʆ λης σε τεʆτοιες
κατασταʆ σεις αλλαʆ ζει, τοʆ τε παραμεʆνει ανοιχτοʆ το ενδεχοʆ μενο δημιουργιʆας,
μιας ηʆ και περισσοʆ τερων ανωμαλιωʆ ν (singularities) επιʆ του χωροχροʆ νου και
συνεπωʆ ς πιθανοʆ τητα νεʆας Μεγαʆ λης Έκρηξης.
• Ο Μεγαʆ λος Παγετοʆ ς (The Big Freeze), καταʆ τον οποιʆον το συʆ μπαν ψυʆ χεται
οʆ λο και περισσοʆ τερο καθωʆ ς διαστεʆλλεται, μεʆχρι να φταʆ σει ασυμπτωτικαʆ
στο αποʆ λυτο μηδεʆν. Τουʆ το διοʆ τι, αυʆ ξηση της κλιʆμακας, συνεπαʆ γεται μειʆωση
της πυκνοʆ τητας της υʆ λης και αʆ ρα μειʆωση της πιʆεσης και συνεπωʆ ς μειʆωση
της θερμοκρασιʆας. Στο σεναʆ ριο αυτοʆ τα αʆ στρα αναμεʆνεται να δημιουργουʆ -
νται κανονικαʆ για 1012με 1014χροʆ νια, αλλαʆ τελικαʆ η απαιτουʆ μενη ποσοʆ τητα
αεριʆων για την αστρικηʆ δημιουργιʆα παυʆ ει να υπαʆ ρχει. Καθωʆ ς τα υπαʆ ρχοντα
αʆ στρα στερευʆ ουν αποʆ καυʆ σιμα και καταρρεʆουν σε μαυʆ ρες τρυʆ πες, το συʆ -
μπαν καταληʆ γει να γιʆνεται οʆ λο και σκοτεινοʆ τερο. Τελικαʆ , οι μαυʆ ρες τρυʆ πες,
γιʆνονται οι κυριʆαρχες δομεʆς στο συʆ μπαν, μεʆχρι να εξατμιστουʆ ν με εξαιρετικαʆ
αργοʆ ρυθμοʆ , απελευθερωʆ νοντας τη λεγοʆ μενη ακτινοβολιʆα Hawking.
Όποια και να ειʆναι η πραγματικοʆ τητα για την καταʆ ληξη του Συʆ μπαντος, η εʆρευνα
επιʆ του θεʆματος συνεχιʆζεται και θα συνεχιʆζεται και η βελτιʆωση των προτυʆ πων
Friedmann θα εξαρταʆ ται αʆ μεσα αποʆ την επιστημονικηʆ προʆ οδο στο πεδιʆο της Θε-
ωρητικηʆ ς Φυσικηʆ ς και των Εφαρμοσμεʆνων Μαθηματικωʆ ν.
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